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Acta Physica Austriaca, Band 6, Heft 1 


Richtlinien fiir die Abfassung ven Beitragen. 


Allgemeines. Die Arbeit soll klar und verstandlich geschrieben sein. Es ist Riicksicht auf jene 
Leser zu nehmen, die nicht gerade an demselben Problem arbeitem. Auch ohne iibermafige und nicht 
verantwortbare Breite der Darstelluag kann haufig ein eingefiigter kleiner Satz dem Leser eine Stunde 
Nachdenken ersparen. Jede Niederschrift ist ein Ringen um das richtige Wort an der richtigen Stelle. 
Nur den wenigsten 4st es gegeben, auf den ersten Anhieb schon das Optimum an Aufbau, Gliederung und 
Ausdruck zu erreichen. Meist wird dies erst nach mehrfachem Umarbeiten gelingen. Diese Miihe mu8 
der Autor auf sich nehmen. Erstens schon in seinem eigensten Interesse, um nicht monatelange Arbeit 
durch unzweckmaBige Darstellung der Ergebnisse zu entwerten; zweitens im Interesse der Drucklegung, 
da ‘nachtragliche stilistische Verbesserungen und Verdinderungen so viel Mekrarbeit fiir den Setzer be- 
deuten, daB sie, selbst wenn die Kosten dem Autor angerechnet werden, bei den heutigen Verhaltnissen 
als untragbar bezeichnet werden miissen. Eben diese Verhaltnisse machen es den Herausgebern zur unab- 
weislichen Pflicht, Abhandlungen, die nach ihrem Dafiirhalten den iblicherweise zu stellenden An- 
forderungen in dieser Hinsicht nicht voll entsprechen, zur Umarbeitung zuriickzusenden. 


Manuskripte sind entweder an die Schriftleitung der ,,Acta Physica Austriaca“, Prof. Dr. Paul 
Urgan, Graz, Universitatsplatz 5 oder an den Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5, zu richten. 


Umfang: Obere Grenze etwa ein Druckbogen; langere Abhandlungen sind zu unterteilen. 


AuGere Form: Maschinenschrift; einseitig beschriebene, fortlaufend bezifferte Blatter, ‘links- 
seitig mit breitem freiem Rand. 


Titelkopf: ‘Titel der Arbeit (soll bereits unmiSverstandlich kennzeichnend fiir den behandelten 
Gegenstand sein). Darunter der Name des Verfassers mit ausgeschriebenem Vornamen. Darunter Angabe 
des Institutes, aus dem die Arbeit stammt, oder Privatanschrift des Verfassers; darunter ,,Mit ... Ab- 
bildungen.“‘ 


Inhaltsiibersicht: Der Abhandlung vorangestellt wird eine zusammenfassende Inhaltsiibersicht 
in Kleindruck. Sie dient als einfithrender erster Uberblick fiir. den Leser und als Vorlage fiir die Referenten 
der Referatenblatter. Die Ubersicht soll trotz gedrangter Darstellung alles enthalten, was der Verfasser an 
seiner Arbeit in bezug auf Problemstellung, Metho@ik und Ergebnisse fiir unerlaSlich zu ihrer Beurteilung 
halt. Zu einer Beurteilung auch durch den Nichtfachmann! 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefiihrt sein, da8 fir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen, Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
fligen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Ambeitstitel gékennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, da8 Figurenwiedergabe und Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach 


der ersten Korrektur zusammenlaufen. Fortsetzung auf der III, Umschlagseite 
6. Band/1. Heft. Inhaltsverzeichnis. 
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Untersuchungen iiber Magnetophotophorese. 


Von 


Leo Steipe. 


I. Physikalisches Institut der Universitat Wien. 


Mit 3 Abbildungen. 


(Eingelangt am 20. February 1957.) 


Zusammenfassung. 


In der vorliegenden Arbeit wurde die Abhangigkeit der magnetophoto- 
phoretischen Teilchengeschwindigkeit von der Bestrahlungsstarke und der ma- 
gnetischen Feldstarke im Beobachtungsraum untersucht. 

Es wurde gefunden, daB die Kurven — Teilchengeschwindigkeit als Funktion 
der Bestrahlungsstarke — monoton steigend und nach oben konvex sind; ferner, 
daB fiir die magnetophotophoretische Bewegung keines der drei Frequenzgebiete 
des Lichtes (UR, sichtbares und UV) besonders bevorzugt ist, vielmehr diirfte 
nur die auf den Probekérper auftreffende Gesamtbestrahlungsstarke fiir seine 
Bewegung maBgebend sein. 

SchleBlich wurde die Abhangigkeit der Teilchengeschwindigkeit von der 
magnetischen Feldstarke untersucht. Es zeigte sich, da8B der Zusammenhang 
durch eine Art Sattigungskurve wiedergegeben wird. 


I. Einleitung. 


Im Jahre 1930 fand F. ExReNuArFT!, daB z. B. submikroskopische 
Nickelpartikel in homogenen Magnetfeldern bei intensiver Beleuchtung 
eine Bewegung in Nord- oder Siidrichtung zeigen, wobei sich ihre je- 
weilige Bewegungsrichtung mit Kommutation des Magnetfeldes um- 
kehrt (Magnetophotophorese). Seither wurde in einer Anzahl von 
Arbeiten festgestellt, daB diese Erscheinung auch an anderen Sub- 
stanzen beobachtet werden kann?. Zur Feststellung des Verhaltens 
solcher Probekérper in einigen charakteristisch geformten Magnet- 
feldern wurden in den letzten Jahren nahere Untersuchungen ausgefiihrt. 
Hiebei fand J. A. ScHEDLING?, daB sich die Partikel in der Umgebung 
eines geraden stromdurchflossenen Drahtes in Kreisen um diesen 


1 FF, EXRENHAFT, C. R. 190, 263 (1930). 

2 E&. Reecer, Zs. f. Physik 71, 646 (1931). — F. EnRenuwarr, Journ. de 
Phys. Radium Sér. Tome VIII, Februar 1947, 5 S—6 S. 

3 J. A. ScHEDLING, Phys. Rev. 76, 843 (1949). 
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herum bewegen, und F. Brana? stellte fest, daB im Magnetfeld einer 
einfachen Leiterschleife die Probekorper in*analoger Weise Bewegungen 
in, bzw. gegen die Richtung der magnetischen Kraftlinien ausfihren 
und bei Feldumkehr reversieren, wobei auch die Schleifenebene glatt 
durchlaufen wird. Entsprechendes gilt fiir ein Solenoid. In sehr in- 
homogenen Feldern, wenn der Gradient einen bestimmten Wert tiber- 
steigt, kommt aber dann die Dipoleigenschaft der ferromagnetischen 
Partikel stark zur Geltung. 

Die auffallenden Erscheinungen der Magnetophotophorese, die 
EHRENHAFT einfach durch eine magnetische Ladung der Teilchen zu 
erklaren versucht, zeigen fiir den einzelnen Probekérper neben einer 
Abhangigkeit von der Bestrahlungsstarke auch eine solche von der 
Starke des angewandten Magnetfeldes, in dem sich das Teilchen be- 
weet, sowie von der Art und dem Druck des Gases, welches als 
Suspensionsmittel verwendet wird. 

In der vorliegenden Arbeit sei nun die Abhangigkeit der magneto- 
photophoretischen Teilchengeschwindigkeit von den beiden erstge- 
nannten Parametern, naémlich magnetischer Feldstarke und Bestrah- 
lungsstarke, etwas naher untersucht. 


II. Probekérper, Apparatur und Me8vorgang. 


Als Probekérper wurden Teilchen der GréBenordnung 10-4 bis 10-° 
cm untersucht, wie sie entstehen, wenn man einen Lichtbogen zwi- 
schen Eisenelektroden in Luft zieht (dabei diirfte sich hauptsachlich 
y-Fe,0, bilden?). 


Abb. 1. Schematische Skizze der Versuchsanordnung: L Lichtquelle, B Blende, F Filter, R rotierender 
Sektor, O Beleuchtungsobjektiv, Z Zelle, H Hetmnoxtz-Spulen, S Schirm, Th Thermosaule. 


Die Anordnung der Apparatur gibt Abb. 1 schematisch wieder. 
Das von der Gleichstrombogenlampe L kommende Licht passiert die 
Blende B und gegebenenfalls das Filter F oder den rotierenden Sektor R 
und wird im Beleuchtungsobjektiv O zu einem diinnen Biindel kon- 
zentriert, das nach Durchgang durch die Zelle Z schlieBlich auf die 
Thermosiule Th trifft, die durch einen Schirm S$ abgedeckt werden 
kann. Aus den am Orte der Thermosaule gemessenen Intensitétswerten 


4 F. Brana, Proc. Phys. Soc. London, B, 68, 12 (1950). 


Untersuchungen iiber Magnetophotophorese. 3 


1aBt sich leicht die durchschnittliche Bestrahlungsstarke im Beobach- 
tungsraum (Zelle) berechnen. 

Das zu untersuchende Aerosol wird in die Zelle Z (Innenabmessungen 
2 X 6 X 8 mm) gebracht, deren Vorderflache und beide Seitenflachen 
von Mikroskopier-Deckglaschen gebildet werden, wahrend die obere 
und untere Begrenzungsfliche, sowie die Riickwand, die zwei Durch- 
bohrungen fiir die Zu- und Abfihrung des Aerosols aufweist, aus 
Pertinax bestehen. Die ganze Zelle befindet sich innerhalb zweier 
HELMHOLTZ-Spulen, mit denen es méglich ist, das erdmagnetische Feld 
weitgehend zu kompensieren. Durch Verwendung eines entsprechend 
klein dimensionierten Erdinduktors, dessen Wechselspannung  tiber 
einen Verstaérker in einem Kathodenstrahloszillographen ausgemessen 
wurde, konnte festgestellt werden, daB die Restfeldstarke des erd- 
magnetischen Feldes im Beobachtungsraum unter 5-10-? Oersted lag. 

An der Zelle selbst sind seitlich symmetrisch zwei Spulen ange- 
bracht, die koaxial zur Lichtbiindelachse liegen und ein hinreichend 
homogenes horizontales Magnetfeld liefern, in dem die Probekérper zur 
Geschwindigkeitsmessung eine bestimmte Strecke zu durchlaufen 
haben. Die mikroskopische Beobachtung der Teilchen findet senkrecht 
zur Lichtbiindelachse statt (Dunkelfeldbeleuchtung), wobei der Mikro- 
skoptrieb mit dem Beleuchtungsobjektiv derart gekoppelt ist, daB ein 
Verschieben der Scharfeebene des Mikroskops gleichzeitig ein Ver- 
schieben des Lichtstrahls um das gleiche Stiick bewirkt. Das heiBt, 
wenn das Teilchen immer in der Scharfeebene des Mikroskops gehalten 
wird, bleibt sein Abstand von der Lichtbiindelachse konstant und da- 
mit bleiben auch die Verhdltnisse in bezug auf Lichtintensitat iiber- 
sichtlich. 

Die Apparatur selbst war nur aus eisenfreiem Material aufgebaut. 
Unvermeidliche Eisenteile (Eisentraversen im Gebdude etc.) in groBerer 
Entfernung vom Beobachtungsraum wurden wahrend der Messungen 
Ortlich nicht verandert. 

Bringt man die Probek6érper in die Beobachtungszelle, wahrend das 
erdmagnetische Feld kompensiert ist, so zeigen alle ein langsames 
Sedimentieren, dem die Brownsche Bewegung itiberlagert ist. Einige 
(etwa 5 bis 20%) zeigen zusatzlich eine gewisse Zitterbewegung ahn- 
lich der BRowNschen Bewegung, jedoch wesentlich starker als diese 
und deutlich von ihr unterscheidbar. Es ist dies der von F. EHRENHAFT 
und anderen beobachtete TREMBLING-Effekt®, der sich im kompen- 
sierten Erdfeld besonders deutlich beobachten laBt. Die Zitterbewegung, 
die anscheinend durch das Licht hervorgerufen wird, verstarkt sich bei 
VergréBern der Lichtintensitat. Schaltet man nun die Erdfeldkompen- 
sation aus, so fallt sofort auf, daB sich eine Anzahl der Probekorper, 
und zwar hauptsiachlich solche, die eine Zitterbewegung zeigen, unter 
dem EinfluB des erdmagnetischen Feldes bewegt. Ein Teil der Partikeln 


5 F. BreiscHer, Zs. f. Elchem. 44, 315 (1938). — FF. EnRenuwarFt, Wiener 
Ber. 116, 1175 (1907). 
1* 
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lauft nach Nord, ein anderer nach Siid, wobei sich die Probekérper 
oft dicht aneinander vorbeibewegen. Bemerkenswert ist, daB die Be- 
wegung der Teilchen manchmal in sehr regelmaBigen Schrauben- 
bahnen erfolgt. 

Bei allen Messungen wurden die Probekérper stets im Mittelteil 
des Lichtbiindels gehalten und fiir jede einzelne Messung in dieselbe 
Ausgangsstellung gebracht, so 
daB immer die gleichen An- 
fangsbedingungen hergestellt 
waren. Die hier angefiihrten 
Messungen, die nur Beispiele 
aus einer grdBeren Anzahl 
darstellen, erstrecken sich fiir 
ein Teilchen nur auf etwa 30 
Minuten, da sich tiber einen 
langeren Zeitraum die Ge- 
ie schwindigkeit trotz gleicher 
Bedingungen manchmal 


of sprunghaft dndert. 


x Som sec? 


70 


Gemessen wurde die Zeit, 
0 7 wa OD Wem-* die ein Teilchen zum Durch- 
Abb. 2. Geschwindigkeit von Probekérpern (zerstaubtes Beet 0,6 ro 8 eos 
Fe) als Funktion der Cecaritbestia hlanbestatke, MeBstrecke brauchte. Um 
eine eventuell iiberlagerte ge- 
wohnliche Photophorese zu eliminieren, wurde die Teilchenge- 
schwindigkeit in und gegen die Lichtrichtung bestimmt. Dabei ergab 
sich, daB der Anteil lichtpositiver oder -negativer Photophorese an 
keinem der untersuchten Probekérper 10% der Geschwindigkeit 
iiberschritt. 


II. Abhingigkeit der Teilchengeschwindigkeit von der 
Bestrahlungsstirke. 


Die Bestrahlungsstarke wurde auf folgende drei Arten verandert: 
1. Durch Anwendung von Blenden. 

2. Durch Einschalten eines rotierenden Sektors in den Strahlengang. 
3. Durch Absorption bestimmter Wellenlangenbereiche. 


Durch das Verandern der Blende B (vgl. Abb. 1) andert sich die 
Bestrahlungsstarke ohne Bevorzugung bestimmter Lichtfrequenzen. 
Die Kurven in Abb. 2 geben den Zusammenhang von Bestrahlungs- 
starke (Abszisse) und Teilchengeschwindigkeit (Ordinate) wieder. Sie 
sind nach oben konvex und zeigen einen Verlauf, der an eine Sattigungs- 
kurve erinnert. Es ware hier noch zu erwahnen, da die Teilchen- 
geschwindigkeit bei Werten iiber 1,5- 10-2 W/cm? staérkeren Schwan- 
kungen unterworfen ist. 


Untersuchungen iiber Magnetophotophorese. 5 


Die Messungen, die bei Verwendung eines in seiner Gesamtheit 
im Brennpunkt durch einen rotierenden Sektor (R in Abb. 1) periodisch 
unterbrochenen Lichtstrahls durchgefiihrt wurden, ergaben, da sich 
die Teilchengeschwindigkeiten — innerhalb der Fehlergrenzen — so 
wie die Mittelwerte der Bestrahlungsstarken verhalten. Verwendet man 
z. B. einen Sektor, der das Licht genau solange abblendet wie freigibt, 
so sinkt die Teilchengeschwindigkeit auf den halben Wert der Ge- 
schwindigkeit im nicht unterbrochenen Strahl. Eine Abhangigkeit von 
der Unterbrechungsfrequenz, die zwischen 3 und 150 Hz verdndert 
wurde, konnte nicht festgestellt werden. 

Als dritte Methode wurde die Bestrahlungsstarke durch Heraus- 
filtern folgender Wellenlangenbereiche geschwacht: 


a) Wellenlangen unter 410 mw (Filter: gesdttigte NaNO,-Lsg.$), 

b) Wellenlangen von 300 bis 750 mw (Filter: Polaroidfolien’), 

c) Wellenlangen iiber 750 mu (Filter: CuSO,-Lsg.8). 

Die Kurven zeigen annahernd den gleichen Verlauf wie die in Abb. 2, 
bei welchen die Bestrahlungsstaérke durch Blendenanderung variiert 
wurde. Es scheint somit fiir den magnetophotophoretischen Effekt 
kein Frequenzgebiet besonders bevorzugt zu sein, vielmehr diirfte nur 
die auf den ProbekG6rper auftreffende Gesamtbestrahlungsstarke fiir 
seine Bewegung mabgebend sein. Eine Selektivitaét ist jedoch nicht 
ausgeschlossen. 

Bei allen diesen Messungen liegt die MeBfehlergrenze bei 7%. 


IV. Die Abhingigkeit der Teilchengeschwindigkeit von der magnetischen 
Feldstirke. 


Einen weiteren Parameter fiir die Teilchengeschwindigkeit stellt die 
magnetische Feldstarke dar. Durch die schon erwahnte Erdfeld- 
kompensation war es moglich, erstmalig genauere Untersuchungen bis 
in den Feldstarkenbereich 0,01 Oersted durchzufiihren. Die Licht- 
intensitat wurde bei diesen Messungen konstant gehalten (rund 
o> 10-* W/em?). 

In Abb. 3 ist als Abszisse die Feldstarke (logarithmischer MaBstab) 
und als Ordinate die Teilchengeschwindigkeit aufgetragen. Im allge- 
meinen ist die gréBte Geschwindigkeit schon zwischen 1 und 10 Oersted 
erreicht, manchmal erfolgt allerdings noch ein leichter Anstieg beim 
Ubergang zu héheren Feldstarken. Messungen wurden bis 200 Oersted 
durchgefiihrt, nach qualitativen Beobachtungen scheint sich die Ge- 
schwindigkeit auch bis 20 000 Oersted nicht mehr wesentlich zu andern. 
Bemerkenswert ist, daB Teilchen, die sich im horizontalen Feld bewegen, 


6 H. A. Prunp, Phys. Rev. 42, 581 (1932). 

? Kine Beeinflussung der Teilchengeschwindigkeit durch verschiedenen Polari- 
sationszustand des Lichtes konnte nicht beobachtet werden. 

8 K.-S. Gipson, J. O. S. A. 18, 267 (1926). 
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kaum auf ein dazugeschaltetes vertikales Feld reagieren, sobald die 
horizontale Feldstarke etwa den zehnfachen Wert des Vertikalfeldes 
iibersteigt. Bei Uberlagerung zweier ungefahr gleich groBer Felder 
folgen die Probekérper der Resultierenden der beiden Felder’. 


38 0 tmsec! 


GOS a7 HE i Ui 0 50 00 20 Versted 


Abb. 3. Teilchengeschwindigkeit als Funktion der magnetischen Feldstarke (Abszisse logarithmisch geteilt) 


Was die kleinen Feldstarken betrifft, so wurden Teilchen beobachtet, 
die bei einer Feldstarke von 0,01 Oersted noch eine deutliche, kommu- 
tierbare Bewegung zeigten. Es ist anzunehmen, daB diese Bewegung 
auch bei noch kleineren Feldstaérken vorhanden ist, aber infolge der 
dann stark wtberwiegenden Brownschen Bewegung nicht mehr 
deutlich unterschieden werden kann. 


® J. A. ScHEDLING, C. R. 227, 470 (1948). 


Zur gruppentheoretischen Behandlung der linearen 
Atomkette?. 


Von 
E. Ledinegg und P. Urban. 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Graz. 


Mit 6 Abbildungen. 


(Eingelangt am 712. Juli 1957.) 


Zusammenfassung. . 


Die Berechnung der Energieniveaus einer linearen Atomkette bei tiefen 
Temperaturen ist unter anderem von L. HuLTHEN ausfiihrlich behandelt worden. 
Wahrend der genannte Autor in seiner diesbeziiglichen Arbeit auf eine darstellungs- 
theoretische Begriindung seiner Ausfiihrungen verzichtet, soll hier der gruppen- 
theoretische Standpunkt im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen. Fin ein- 
faches graphisches Verfahren nach G. RuMER erméglicht den zu S = 0 und 
M,;=0 gehoérigen Darstellungsraum des Wechselwirkungsoperators auf tber- 
sichtliche Weise zu bestimmen. An dem Beispiel einer zwo6lfgliedrigen Atom- 
kette, deren Bindungsenergie im Grundzustand berechnet wird, werden schlieB- 
lich die allgemeinen Ergebnisse auseinandergesetzt. 


Verwendete Bezeichnungen: 


Ds = irreduzible Darstellung einer Operatorgruppe. 

Ds, X Ds, = direktes Produkt zweier irreduzibler Darstellungen. 
S; = z-Komponente des gesamten Spinimpulsoperators. 
Ms = Eigenwerte von S;. 

s = Gesamter Spinmomentoperator. 


S(S + 1) = Eigenwerte von (p)2. 
Spinquantenzahl (S > Ms). 


H 
I 


§ 1. Einleitung. 


In einer langeren Arbeit? befaBt sich L. HULTHEN sehr eingehend 
mit der Berechnung der Energieniveaus des Wechselwirkungsopera- 
tors A einer linearen Atomkette. Das Austauschintegral J wird dabei 
negativ angenommen und entspricht dem normalen Fall von anti- 


1 Herrn Prof. Dr. A. ZINKE zum 60. Geburtstag gewidmet. 

2 L. Hurrutn: Uber das Austauschproblem eines Kristalls, Arkiv f. Mate- 
matik, 26 A, No. 11, Stockholm 1938. Die genannte Abhandlung wird im folgen- 
den unter [1] zitiert. 
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ferromagnetischen Substanzen. Bekanntlich bedeutet ein positives 
Austauschintegral eine notwendige Bedingung zur Erzielung von 
Ferromagnetismus®. Wie die Term-Berechnung eines zweiatomigen 
Molekiils (etwa vom Typus H,) zeigt, liegt namlich fir J > 0 der 
Singulet-Term 25+17 (S=0) héher als der Triplet-Term ?°*4T (S = 1), 
so daB also hier die maximale Gleichstellung der Spins aus dem ange- 
fiihrten energetischen Verhalten begiinstigt wird. Umgekehrt erhalt 
man, J <0 vorausgesetzt, fiir den Grundzustand Spinabsattigung 
und damit die bekannte Erklarung der homéopolaren Bindung. Normiert 
man das hdchste Energieniveau des Wechselwirkungsoperators mit 
Null, so liefert dann das tiefste Energieniveau unmittelbar die Bindungs- 
energie im Grundzustand. Die Kenntnis des tiefsten Energieniveaus 
ist daher von besonderem Interesse. Will man dariiber hinausgehen, 
magnetische Eigenschaften der Atomkette studieren, z. B. wird in [1] 
die paramagnetische Suszeptibilitat untersucht, so mu auBer dem 
tiefsten Eigenwert, die spektrale Verteilung um den Grundzustand 
von A bekannt sein. 


Es ist klar, daB bei einer groBeren Anzahl von Atomen zur Be- 
rechnung des Eigenwertspektrums weitgehende Idealisierungen vor- 
genommen werden miissen, um zu brauchbaren Ergebnissen zu ge- 
langen. HULTHEN und auch andere Autoren‘ treffen die folgenden 
physikalisch durchaus plausiblen Vereinfachungen: 


1. Man betrachtet Atome, in welchen nur je ein Elektron mit den 
Nachbaratoinen in Wechselwirkung steht, das hei®t alle iibrigen Elek- 
tronen eines Atomes liegen in abgeschlossenen Schalen. 


2. Es wird reine Spinentartung vorausgesetzt, so daB die der 
Stoérungsrechnung zugrunde gelegten Energieniveaus der einzelnen 
Atome jeweils nur zwei verschiedenen Wellenfunktionen zugeordnet 
sind. Dies bedeutet physikalisch das Ausschalten jeder Anregung, wie 
beispielsweise auch einer thermischen Anregung: Die Atomkette ist 
,elngefroren™. 


AuBer den unter 1. und 2. genannten sehr wesentlichen Voraus- 
setzungen, welche sich auf die einzelnen Atome beziehen, werden spater 
noch zwei Vereinfachungen beziiglich der Struktur des linearen Gitters 
getroffen; diese sind: 


3. Der Gitterabstand ist so bemessen, da8 jeweils nur die nachsten 
Nachbarn in der Kette von der Austauschwechselwirkung betroffen 
werden. 


4. Zum Aufbau des Gitters werden nur Atome einer Sorte verwendet. 
Aus 3. und 4. folgt die Gleichheit samtlicher auftretenden Aus- 
tauschintegrale. 


3S. Handbuch der Physik, GricrER vu. SCHEEL, XLVI S592" 

4 Z. B. H. Berne, Handbuch der Physik, XXIV/2, S. 598. — Ferner: F. Biocn, 
Zeitschrift f. Physik 61, 206, 1930. — C. MOLLER, Zeitschrift f. Physik 82,559, 1933. 
— Siehe auch H. A. Kramers uv, G. HELLER, Proc. Amsterdam 387, 378, 1934. 
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Bei der Durchfiihrung der Rechnung hat man den Fall einer end- 
lichen von dem einer unendlich langen Kette zu unterscheiden. Die 
endliche Atomkette fiihrt auf eine endliche Sakulardeterminante, 
wahrend bei anwachsender Gliederzahl der Ubergang zu einer Integral- 
gleichung zweckmaBig ist, deren Auflésung dann im Vordergrund des 
Interesses._ steht?. 

Die endliche Atomkette wurde von HULTHEN bis zu einer Atom- 
zahl N = 10 behandelt und insbesondere die tiefsten Energieniveaus 
berechnet. Dabei gestaltet sich die Auswahl der den Operator A dar- 
stellenden Funktionen immer schwieriger und uniibersichtlicher. In 
der vorliegenden Arbeit folgen wir einem einfachen graphischen Ver- 
fahren von G. RuMER®, welches gestattet, fiir jedes beliebige 
N den Darstellungsraum von A, welcher den tiefsten Energiewert 
enthalt, auf iibersichtliche Weise zu bestimmen. Wir fiihren dieses 
Verfahren am Beispiel einer zwélfgliedrigen Atomkette explizite durch. 

Ferner werden die in [1] gehaltenen allgemeinen Ausfithrungen, 
welche die Berechnung der Matrix-Elemente des St6roperators sowie 
dessen Verwandlung in eine Stufenmatrix zum Gegenstand haben, 
nochmals und unter konsequenter Verwendung von gruppen-, bzw. 
darstellungstheoretischen Satzen durchgefiihrt. Das Beiriedigende der 
gruppentheoretischen Darstellung liegt in der tiberaus klaren und tiber- 
sichtlichen Fassung jener Rechenvorschriften, welche der angefiihrten 
Reduktion zugrunde liegen. 


§ 2. Der Darstellungsraum des Wechselwirkungsoperators A. bei 
beliebiger Entartung. 


Man hat die Eigenwerte der Wellengleichung 


(H,+A)y=Ey (1 a) 
mit 
N N 
h? e2Z 
=— aes Al —— b 
Hy pope te a (1 ) 
ss an 
und 
a ae 1 
A=xy aT (1c) 
A, bb 


im Sinne der Stérungsrechnung erster Ordnung zu berechnen. Ist Ey 
ein Eigenwert von 

Hyp = Eqy (2) 
und hebt man die Entartung von £, durch Einschalten der ,,Stérung“ 
Le?/r,,, auf, so erhalt man die gestérten Eigenwerte bekanntlich aus 


| ered Rpten OE, 


5 Uber die Berechnung der spektralen Verteilung in der Nahe des Grund- 
zustandes berichten wir demnachst an anderer Stelle. 
6 Gottinger Nachrichten, 1932, S. 337. 
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wobei 6 E, die Eigenwerte des Operators A in bezug auf einen ,,zu- 
lassigen‘‘ Darstellungsraum bedeuten. Der zulassige Darstellungsraum 
wird nun von allen und nur diesen linear unabhangigen Eigenfunk- 
tionen von Gl. (2) zum Eigenwert Ey gebildet, welche dem Pautischen 
Prinzip in seiner drehungsinvarianten Fassung genigen. 

Ein derartiges Funktionensystem ist durch die SLATERschen 
Determinanten 


Wi) = Sp Py (01.4) p (02 92) «»- Y (ON GN) = 


P 
v (OL da)» Y (OG) --- Y (64, Gy) 
Y (02%), Y (02 92) --- Y (02, an) (3) 


y (ow, a), Y (ON Ga)» Y (ON, Gx) 


gegeben. Dabei bedeuten die o+ eine Zusammenfassung der vier indivi- 


duellen Quantenzahlen (nj, Jp, Mi, ms, ) eines Elektrons. Der Index i 

bezieht sich auf eine herausgegriffene médgliche Konfiguration von 

N Quadrupel, welche eine Y)-Funktion definiert, wahrend k den ein- 

zelnen Elektronen innerhalb einer Konfiguration zugeordnet ist. 
Bezeichnet man mit 


Ey (nk, lr, Mi,» Ms,) — Eo,% 


den Eigenwert des k-ten Elektrons im ungestérten Feld, so ist Ey durch 


N 


Ey = > Eo (nk, be, mM, ; Ms,) (4) 


k=1 


gegeben. Die Anzahl der Y) bestimmt sich nun aus Gl. (4) durch die 
Anzahl der médglichen 4 N-Tupel, welche aus Gl. (4) herausgegriffen 
werden kénnen. Die oj, einer Konfiguration miissen wegen dem PAULI- 


Prinzip paarweise verschieden sein? und entstehen durch das Variieren 
jener Quantenzahlen (/x, m,, ms,), welche in Gl. (4) nur formal in Er- 
scheinung treten, also den Wert von Ey nicht beeinflussen. Wird die 
Entartung des ungestérten Problemes teilweise (z. B. durch Einfithrung 
eines Nichtcoulombschen Abschirmpotentiales, was einer nicht nur 
formalen Abhangigkeit des Energiewertes Ey von J, entspricht) auf- 
gehoben, so reduziert sich die Anzahl der YY) gemaB der geringeren 
Vertauschungsméglichkeiten in Gl. (4). 


* Bei der formalen Bildung der Ausdriicke Gl. (3) ist es jedoch nicht nétig 
auf das Pautt-Prinzip zu achten, da diese automatisch Null werden, falls in 
Gl. (3) ein gleiches Paar Op,» op, vorkommt, 
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In dem von uns betrachteten Fall einer reinen Spinentartung be- 
schrankt sich die zulassige Variation bloB auf die Spinquantenzahl 
Ms, = + 1/2 und man erhalt, wie sofort ersichtlich 2’ SLATERsche 
Determinanten. 

Wir beweisen nunmehr kurz die oben angefiihrten darstellungs- 
theoretischen Eigenschaften des Systems Gl. (3), welche wir folgender- 
maBen charakterisieren kénnen: 

Jede Eigenfunktion der Wellengleichung zum Eigenwert Ey, welche 
uberdies dem PauLi-Prinzip in seiner drehungsinvarianten Fassung 
geniigt, 1aBt sich durch ein Linearkompositum der zu E, gehérigen 
Funktionen Gl. (3) ausdriicken. Diese bilden also eine mégliche Basis 
des Darstellungsraumes. Ferner gibt es zu einem aus Gl. (4) heraus- 
gegriffenen 4 N-Tupel (01, og...oy) eine und nur eine SLATERsche 
Determinante. 

Zum Beweis benétigen wir den folgenden darstellungstheoretischen 
Satz$: 

(A) Sind zwei Operatorgruppen 6, = {A;}, 6, = {B,} miteinander 
vertauschbar, so lassen sich ihre Darstellungen nach Wahl einer 
passenden Basis simultan ausreduzieren. Dabei kann man stets die 
Basisvektoren der einzelnen irreduziblen Darstellungen derart in 
Matrizen zusammenfassen, daB die Zeilen einer Matrix durch die Opera- 
toren A;, die Spalten durch B; aquivalent in sich transformiert werden. 

Nun ist bekanntlich die Wellengleichung (1) invariant gegentiber 
der Permutationsgruppe $ und der Drehungsgruppe D. Fiihrt man 
also im Raume der Eigenfunktionen g von Gl. (1) 


P= ¥ (Fp i) Y (Op) Yes) «++ Y (Cy Tey)» 

wobei (k,, ky ... ky) eine beliebige Permutation der Ziffern 1,2... N 
bedeutet, eine Ausreduktion der Drehgruppe D und der damit ver- 
tauschbaren Permutationsgruppe $ durch, indem man etwa 6, mit P 
und ©, mit D identifiziert und sucht ferner in dem im Satze angefiihrten 
Rechteckschema die eindimensionalen antisymmetrischen Darstel- 
lungen ¥Y der Permutationsgruppe, so bilden diese nach dem angefiihrten 
Satz einen drehungsinvarianten Unterraum Ry. 

Nun stellen aber die Funktionen Gl. (3) sdémtliche eindimensionalen 
antisymmetrischen Darstellungen der Permutationsgruppe dar, so daB also 
diese den Unterraum Ry aufspannen und daher dem PAvLi-Prinzip in 
seiner drehungsinvarianten Fassung geniigen. Mittels des nadmlichen 
Satzes (A) iiberzeugt man sich auch, daB damit alle derartigen Funktionen 
erfaBt sind. Identifiziert man namlich wieder 6, mit D und setzt an Stelle 
von ©, eine beliebige abelsche S, (welche aus der identischen Trans- 
formation und der Transposition (”, m), bestehen moge), so wird das 
entstehende Rechteckschema, welches nur zwei Zeilen enthalt, von 


8 Wegen dieses Satzes und anderer noch angefiihrter gruppentheoretischer 
Satze vergleiche etwa B. L. vAN DER WAERDEN, Die gruppentheoretische Methode 
in der Quantenmechanik, Berlin: Julius Springer, 1932. 
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[beziiglich der angefiihrten Transposition (, m) ] symmetrischen 
Funktionen gs und antisymmetrischen Funktionen gy, gebildet. Die 
Funktionen gy, und gs bestimmen fiir sich drehungsinvariante Raume. 
Wie man sofort einsieht, geniigen die ms nicht dem PauLi-Prinzip, 
so daB also nur die qa iibrigbleiben. Letztere haben notwendig die 
Gestalt: 


94 = = ay {P gop (1, 91) P (2, 2) «+» Y (ON Fx) — 


— (0, P gr (oa 9) 9 (he 4) «9 ch 8). (5) 
Da die Ausdriicke Gl. (5) fiir jede beliebige Transposition antisymme- 
trisch sein miissen, folgt daraus a, = const., das heiBt die m4 sind not- 
wendig SLATERsche Determinanten. 


§ 3. Berechnung der Matrixelemente des Wechselwirkungsoperators 
A und dessen explizite Darstellung durch die Paulischen 
Spinvektormatrizen. 


Fiir reine Spinentartung erhalt man aus Gl. (3) die folgenden Basis- 
vektoren des zuldssigen Darstellungsraumes: 


ys Ho, +6 %n) CA ds a .QN; Go ce ae ty’) = 
Py (2) Heat (01’), Pr (2) a (Co’) --- Yr (Gx) wa (En’) 

=) Ye (a) He (41), Po (Ja) 2 (Co') - +» Ye (Gu) ea" (En’) (6 a) 

py (94) oa (Sa), pw (Ge) MY (Sa) - - pw (gw) mY (Sy’) 
Die den Raumfunktionen wy; (g) beigefiigten unteren Indizes stehen an 
Stelle der Tripel (, 1, m). Die Spmrank(iones Ms (f’) sind durch 
(=o. (Boe nee 1 6.) 
definiert. Der obere Index x = + 1 bezeichnet die Stellung des Vektors 
im Spinraum, wahrend der untere Index auf die Nae des Atoms 


Bezug nimmt. 
Wir normieren die ¥/“)-Funktionen in iiblicher Weise durch 


a2 (ys + +#n) ' yr: : “*N)) ='42 25 yw: --*y)* ys + +%y) dy Sh 
ell 


Daraus findet man fiir den Normierungsfaktor 


= Nt rR 
Die Berechnung der Matrixelemente wurde in [1] durchgefiihrt. Wir 
kénnen daher darauf verweisen, wollen jedoch an dieser Stelle um das 


Verstandnis des Folgenden zu erleichtern, die Berechnung kurz 
skizzieren. Wir beweisen zunichst: 


(6 c) 
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1. Jedes von Null verschiedene Matrixelement (%#,.. .%y Ad oe aries) 
von A mit 


A= S'—— = 4\/(%e — mi)? + (ve — i)? + ( — 22, 
k<l (dks 4g)’ 
wobei %,, %)... %n und %, % ... %n ZWel beliebige Folgen von + und 


— Zeichen bedeuten hat die Form: 
(P (6,20. « 4em) [A] 06) 30g" . 94N). 
Unter P soll eine beliebige Permutation der Ziffern 1, 2... N ver- 
standen sein. 
2. Die Matrixelemente 


PGs, a 5 26) Ala tenes) = ST fA Ro Beet a dt 


lassen sich auf die Gestalt 


ee | A wy (P (4+ +. yy) * p+ -*n) te 


ee 2 
mit 
Fr ccke = TI, Wk (9x) , Mb, Xp (C," ) 
bringen und es gilt 


(P (x4 a, tn) |A | x, are xy) Nat xfs yw (P (4+ - yy) * p> -*n) dt. 
t 


3. Die Permutationen P von erstens sind entweder die Identitat 


oder eine einfache Transposition. 
Zu 1. Die Entwicklung von AY (i = 1,2... 2%), wobei wir 


mit 7 eine Zusammenfassung (x4, to ...%y) bezeichnen wollen, nach 
den Eigenfunktionen des Darstellungsraumes liefert: 
APO Oe (i |A| v) 0), (7 a) 


v 


Jedes Y) ist Eigenfunktion des Spinoperators S, und besitzt den 
Eigenwert Ms. Daraus folgt aus der Vertauschbarkeit S, mit A: 


M 
Lae yi (i |A| ») WO), (7b) 
Ss. 


4 


Wegen der Eindeutigkeit der Entwicklung Gl. (7) mu8 dann notwendig 
Ms, = Ms, sein; das heiBt gehért ein Y™ auf der linken Seite der Ent- 


wicklung Gl. (7 a) zum Eigenwert Ms,, so miissen die A Y“ darstellen- 
den Vektoren der rechten Seite von Gl. (7a) ebenfalls zum Eigen- 


wert Ms, gehéren. Da Ms, durch 1 [2 ee) x gegeben ist, folgt daraus 


v 


unmittelbar Satz 1. 


14 E. LEDINEGG und P. URBAN: 


Zu 2. Zunichst entwickelt man in (%,... %n |Al%... 2%) die 
Determinante ¥*"'*”"); man erhilt: 


N! 
a: Bb | A Wb --*Ny)* Sp Py UT pa (qx) my" (Ce’)$ ie]. 
y=1 oa 


Greift man das »-te Summenglied, welches wir zur Abkiirzung mit A, 
bezeichnen heraus und beachtet 


P, wer sy ey) = op, yp . yy) 
e2 @ 
P, ———— eS 
a v (de, 1) vai Y (Ye, 1) 
R<1 R<I 
mit 
+1 wenn P, gerade, 
Op = 


— 1 wenn P, ungerade, 
so finden wir 


A,= ale P, [Py * i --*n) dp, Tk vp (qe) u,* (Cx')}] dt = 
Gz 


es > P;\|A WP 4. --%N) {IT Wr (qr) uF (Ce’)}] dt, 
t 


da P-1! mit P entweder gerade oder ungerade ist. Infolge der Invarianz 
des obigen Integrals in bezug auf ein beliebiges P erhalt man A, = A, 


und daher: 
» {v6 ve hy) A Wl: + -%y) dt — N! Ae => 


au 3 [ev Pa: +-*y) dr. 


Zu 3. Nach ps und zweitens laBt sich ein beliebiges Element 


(%,...%n |Alx,...%y) in der Gestalt 
Sy [ave =)? TT pr (qu) uy (Ex") dt 
Ce 
: : Ve 
schreiben. Wir fiihren fiir d= > ein, entwickeln W(? “> -*n))* 
ti Yr; Ys 
und betrachten ein beliebiges Glied A,,, der entstehenden Summe 
DA pies: 
pa, r,S,V° 
r<s,v 


Soe ; 
vag | ey bre Pe rt a) (C3 Tp an a 
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Die Zerlegung von A,,;,, in (w — 2) einfache Integrale und ein Doppel- 
integral liefert: 


N—2 


Ay, 50 = “a a) i YPoe (Qa) u,7er* (5’) we (qe) w,* (Ca’) ddr * 
=~ 


e %p * x x ” 
Jee (a, at Po" (Yr) ee P Pos (qs) Cabs Wr (Gr) Ps (Gs) 4,” u SdQydqs.® 
Wegen der Orthogonalitat der py oder der Spinfunktionen verschwindet 
im obigen Ausdruck mindestens einer der im Produkt /7, stehenden 
Faktoren, wenn P nicht die Identitat oder eine einfache Transposition 
darstellt. Denn lediglich im letzteren Fall ist es méglich, die durch Pg 
hervorgerufene Permutation der Elektronenkoordinaten nur im Doppel- 
integral unterzubringen. Mit diesen Bemerkungen ist die Struktur der 
Wechselwirkungsmatrix vollstandig bestimmt. 

Die Berechnung, bzw. Reduktion der von Null verschiedenen 
Matrixelemente 

a) Diagonatelemente (¢) <2 t,.: 5... iy |Al oy... Mp «Ms > « HN), 

bys Nichtdiagonalelemente. (pp: 1...252. bec c..ten |All 60.0 dtp natlg’s « 2N) 
ist nach dem bisherigen Muster durchzufiihren. Man erhalt nach kurzer 
Rechnung die folgenden Ergebnisse: Zur Auswertung der Diagonal- 
elemente ist es nur erforderlich Integrale der Gestalt 


. 2 
+o | Ee eustiiL oe“ a -%yy) ® po” ++ %yy) at —_ —IJ] 8 a) 
SJ 1 Gr) ; . 
und 


a e? (%1.+-% yy) * (44+ + + #7) rts 8b 
Oro = i Gad ee s)g@ } cD) a= Ins ( ) 


zu berechnen, Die Permutationen Po restringieren sich hier ebenfalls 
auf die Identitat oder einfache Transpositionen (7, s). Wegen der 
Orthogonalitat der Spinvektoren ist der Ausdruck (8b) nur dann 
von Null verschieden, wenn x, = x; gilt. Es ist zweckmaBig die von 
(x, ... Nw) unabhangigen Integrale (8a) zum ungestérten Operator 
H, dazuzuschlagen™, so daB die Diagonalelemente allein durch die 
Austauschintegrale (8 b) dargestellt werden; man bekommt: 


(4)... wv |A|rq ... 4) =— YS" Irs (8 c) 


Te <asS 
fiir alle Paare (7, s), welche durch x, = x, gekennzeichnet sind. 


9 Es ist zu beachten, daB die Permutationen Pg und P grundsatzlich ver- 
schieden sind; wahrend P nur auf die Spinquantenzahlen x, ...%y wirkt, be- 
zieht sich Pg auf die Elektronenkoordinaten oder was dasselbe ist, auf die Per- 
mutation der N Quatrupel (n, J, mj, ms = 1/2), wenn dabei die qz und Cr’ fest- 
gehalten werden. 

10 J, bewirkt ja nur eine Aquidistante Termverschiebung. 
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Bei der Auswertung der Nichtdiagonalelemente hat man es analog 
zum Fritheren mit der Summe 


Dipl ey (9 a) 


r<s Po, 


zu tun, wobei die A,,s,,, wenn (J, m)g die y-te Transposition der Elek- 
tronenkoordinaten bedeutet, durch 


e Hy ; x 

Ar, sy = bet Gea {(, m)o IT pa™ (Ge) uy* (Ce) Le ye (qe) ,* at 

: (9 b) 
gegeben sind. Die %; sind dabei aus den x; ebenfalls durch eine Trans- 
position entstanden. Infolge der Orthogonalitat der wy und y* bleibt 
von der Summe (9a) nur ein einziges Glied, namlich — J,, mit 
Hy ~xs und (I, m)o = (7, s)o tbrig, wobei die Indizes 7, s diejenigen 
sind, welche in dem zugehoérigen Matrixelement der Transposition 
unterworfen wurden. Wir erhalten also: 


(905 fain HGR a Rp viet ttn A | War Sees eee OR) pee ee 


Im folgenden fiihren wir den Ubergang vom bisherigen Dar- 
stellungsraum zu einem reinen Spinraum durch. Dieser wird durch den 
folgenden Satz vermittelt: 

Der mit Gl. (8c) und Gl. (9c) und durch die friher angefiihrten 
Satze 1. und 3. bestimmten Matrix A laBt sich ein aus den PAuLischen 
Spinvektormatrizen aufgebauter Operator A derart zuordnen, daB 
seine auf dem Spinraum mit den Grundvektoren 


) (k) 


o«,(*) n,(h vad 1 os 
= fy a oe EN, Hy = { ae fir = Th eee 


‘bezogene Darstellung die Matrix A wiedergibt. 
Wegen Gln. (8c), (9c) muB A die folgenden Eigenschaften besitzen: 


a) (A ex) «= dx =| acs 


-soferne e, ~ ¢ ist. Dabei ist Ant dann und nur dann ungleich Null 
und gleich — J,,, wenn e durch eine einfache Transposition (7, s) 
zweier x-Indizes in Gl. (10) aus e, hervorgegangen ist. 


b) (A Cp) a= DS Jas 


Cras 
fiir eg = e¢ (Diagonalelemente). 


Aus den Forderungen a) und b) findet man zwangslaufig: 


A= asp JiePin (11 a) 
k< | 
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wobei Px; ein auf dem k- und /-ten Spinvektor wirkender Trans- 
positionsoperator ist, welcher durch 


SS + zl 24 = 
Pri up Uy =U, ae, 


4 11b 
Parte ui = ug) ui ae. 
bestimmt erscheint. 
Mit Einfithrung der Paurischen Spinvektoren 
LOR Es aes 
oe = > {Shs Ma, Ce}, (12 a) 
0, 1 Qees mee (ett 
oe= fk a Tk = & ) oh = 5 H (12 b) 
bekommt man nach kurzer Rechnung 
1 > => 
P,j = > (1 + 4 (On, Gi) 
und in Verbindung mit Gl. (11 a): 
— 1 > > 
A=— > D Jri(t +4 (er, Gi). (13 a) 


k<l 


Wir fiihren nun in Gl. (13 a) die im § 1 unter 3. und 4. ge- 
troffene Vereinfachung durch, das hei8t wir setzen — Jz,;= J 
und beschranken die Wechselwirkung jeweils auf f < N Nachbar- 
elektronen. Man erhalt: 


(f) 
= 1 a 
A=J > 5 (1+ 4 (6%, 6). (13 b) 
f k<l 
Fernerhin normieren wir das héchste Energieniveau von Gl. (13 b) zu 
Null. Da dieses durch J xa mit ¢,; = 1 gegeben ist, hat dann der 


Prd k<l 
- Operator A’ 


(/) if) (f) 
Fa S pf + Pig SPO Ons 
k<l k<l k<l 
mit 


1 shen 
Oma > (1 — 4 (Gz, di) 


die gewiinschte Eigenschaft. Durch den Ubergang von Gl. (13 b) auf 
Gl. (14) wurden lediglich die Energieniveaus dquidistant verschoben 


und der tiefste Eigenwert von A’ stellt dann wie schon eingangs erwahnt, 
die Bindungsenergie im Grundzustand des betrachteten Modelles dar. 


Acta Physica Austriaca. Bd. VI/1. 2 
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§ 4. Die Hauptachsentransformation von Br gs 


Das Auffinden der Eigenwerte von A’ oder auch von — A’ iP 
wird wesentlich vereinfacht, wenn die Eigenwerte und Eigenfunktionen 


eines mit A’ vertauschbaren Operators bekannt sind. Es gilt namlich: 


(B) Ist B ein mit ‘A’ vertauschbarer Operator und bezeichnet man 
mit’ gp,,p (pb = 1,2... px,) die Eigenfunktionen von B zum Eigen- 


wert Bz, so sind die Linearaggregate 2 cp yp, p mit passend gewdhltem 
cp auch Eigenfunktionen von A’. 


| V=Atomanzah/=Anzah/ der Faktoren im direkten Produkt 
a3) af) af) «(6 


Abb. 1. Diagramm zur graphischen Bestimmung der Koeffizienten a (S;): Eine bestimmte irreduzible 


Darstellung Dg; tritt genau so oft mal auf, als es verschiedene Wege im eingezeichneten Netzwerke gibt, 
welche vom Ausgangspunkt Dy, zum Endpunkte {S; N} fithren. In der Abb. sind die Wege zur Ermitt- 


’ 


lung von a(S;=0), (N = 12) durch Pfeile hervorgehoben. 


Unser Eigenwertproblem vom Grade 2% ist also durch (B) auf 
mehrere Eigenwertprobleme geringeren Grades (namlich jeweils vom 
Grade pz,) zuriickgefiihrt. 

Uber die Maximalanzahl der méglichen verschiedenen Energie- 


niveaus von A’ gibt der folgende Satz der Darstellungstheorie Auf- 
schluB : 


(C) Die Maximalanzahl der méglichen Eigenwerte von A’ ist be- 
stimmt durch die Anzahl Z der irreduziblen Darstellungen Ds einer | 


mit A’ vertauschbaren Gruppe im betrachteten Spinraume. Ferner: 


11 Statt A’ betrachten wir mit HurtHin den Operator Lay, Der tiefste 
Eigenwert von A’ ist demnach der héchste Eigenwert von Say. 
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_ Der Grad der Entartung der Eigenwerte von A’ ist durch die Dimension 


der Darstellungsraume von Ds gegeben. 
Nun ist A’ mit der Drehgruppe D vertauschbar, deren irreduzible 


_ Darstellungen im Spinraume sich aus der CLEBSCH-GORDANschen 


Reihe bestimmen. Aus 
Dy X Dy =D, + Dy (15) 
findet man bekanntlich fiir den 2’-dimensionalen Spinraum 
N 


—_—_— OO 
Dyn = Dy, ee or X Dy =a, Ds,-+a,Ds,+... + a Ds, (16 a) 
mit 
N N 
Sa i el a 1/2 (wenn N gerade) 
2 0 (wenn N ungerade). 
Die Anzahl a; der in Dgy enthaltenen irreduziblen Darstellungen Ds; 


der Dimension 2 S; + 1 ergibt sich aus Gl. (15) rein kombinatorisch 
und ist anschaulich aus der nebenstehenden Abb. 1 zu entnehmen. 
Man findet: 
a(s = (% SP rcleet 
N/2+S;] Nj2 4S; 41 
Nach (C) und Gln. (16 a, b) erhalt man die Anzahl z der verschiedenen 
Energieniveaus von A’ aus 


(16 b) 


2= D> 4(Si), (17) 
i=1 
wahrend ihr Entartungsgrad durch (2S;-+ 1) bestimmt erscheint. 
N 


c —_— >» aie 2 
Des weiteren ist A’ mit den Operatoren S, und S —( > és) ver- 
k=1 


tauschbar. Die Eigenwerte von 'S? sind bekanntlich durch Si (Si + 1) 


(t= 1...7) bestimmt. Die dazugehérigen Eigenfunktionen bilden je- 


weils einen zur Darstellung Ds; von Gl. (16a) gehdrigen invarianten 
Unterraum Rs, der Dimension (2S; + 1). Die Eigenwerte sind dem- 


nach a; (2S; + 1)-fach entartet. In bezug auf S? werden also die 


Eigenwerte von A’ aj-fach aufgespalten. 
Durch passende Wahl des Koordinatensystemes in einem Rs, 1aBt 


es sich immer erreichen, dafi die Eigenfunktionen von S : gleichzeitig 
Eigenfunktion von S, werden. Wir bezeichnen dann eine zum Eigen- 
wert Ms, und zu dem p-ten Raume (pf S aj) Rs; gehorige Eigenfunktion 


mit ens »- Nach (B) kénnen dann die Figenfunktionen m von A’, bzw. 


— A'/J nur die Form 
hal 
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p= Sess, (18) 


besitzen, wobei die cy noch zu bestimmen sind. Gl. (18) ist fiir die 
lineare Atomkette von besonderer Bedeutung, da diese die Durch- 
fiihrung der Eigenwertbestimmung erst praktisch erméglicht. Da sich 


bei festgehaltenen S; fiir 7edes Ms die moon ee Eigenwerte von A’ 


ergeben miissen, geniigt die Kenntnis der és, *p fir Ms=0. Will 


man nur den tiefsten Eigenwert von ‘A’ (bzw. den héchsten von — A’//) 
berechnen, welcher wegen der Spinstellungen im Grundzustand nur 
zu S = 0 gehoren kann, bendtigt man lediglich die zu Ms = 0 und 
S = 0 gehorigen Funktionen im Spinraum. 

Diese sind durch die in [1] eingefithrten Ausdriicke 


D = [h, Re] (Fg, Rg] [Rs Rg] --- [Rn—1, Rv] (19 a) 


gegeben, wobei k,, ky... ky eine beliebige Permutation der Zahlen | 


1,2,3...N bedeutet und unter 


[Re, Ri] = be oa — pe fa (19 b) 
zu verstehen ist!?. Die Wirkung der Operatoren Q,,; von Gl. (14 a) 
auf die Klammerausdriicke (19 b) berechnet man ohne Schwierigkeit 
aus Gl. (11 b) und (14b); es gilt: 
s 
a Oe RE = 218, 6 
Qz,1 (1, R] = 2 [2, k] = —2 [R, /] 
by { Qt.m [2 Lom, 2] = (2, ma] [7,2] 
Qz,m [R, 1] [m,n] = — [R, m] [n, 1] 
Da es ferner N! ®-Funktionen gibt, jedoch wegen Gl. (16 b) nur 


( N 1 
N/2] N/2+1 


(20) | 


linear unabhangig sein kénnen, besteht noch die Aufgabe, eine passende | 
Basis linear unabhangiger ®-Funktionen zu finden, worauf wir spater | 


zurtiickkommen. 


Wahrend es selbstverstandlich ist, daB die Funktion (19a) zum | 
Eigenwert Ms = 0 gehdren, bedarf die Gleichung S?@®= 0 noch | 


einer Rechtfertigung. Aus der in [1] angegebenen Identitat 


[#, Ra] (Rg, Rg] + [Ry Ra] [Re Rg] + [Ay Rg] [Ra kg] =0 (21 a) | 


erhalten wir ee die beiden Gleichungen 
[hy ke | [hs, Rg = Qh, ks [Ry, ka] [Rg ka] + Ors, he [hy kg] [Rs, Rg] 
[Ry, Re] [Rs, aes = Qhs, ks [Py hy] [Fg, Rg] + Qhs, rs [Ras Ro] (Rg, Ral, 


woraus 


D=0i,4P+Qn,n8, bew. D=Qnr,P+Qi,%0 (21b) | 


% Wir beschranken uns im folgenden auf geradzahlige Atomketten. 
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folgt. Zu jedem Q;,,, gibt es also einen Partner Qx,n, so daB sich @ 


-gemaB Gl. (21 b) reproduziert. Nun kann man den Operator ie (2) On)? 
k 


durch die Q;,; ausdriicken. Man erhalt nach kurzer Rechnung: 


45% —N(N + 2) 4 10,1. (21 c) 


k<l 


Die in Gl. (21 c) auftretende Summe 1aBt sich sofort in ihrer Wirkung 


auf ® bestimmen. Von den N (N — 1)/2 Qz,. wirken N/2 Operatoren 
jeweils auf nur einen Klammerausdruck von ©. Letztere reproduziert 


sich daher wegen Gl. (20a) mit dem Faktor 4N. Die iibrigen Qz,; 
-wirken auf jeweils zwei Klammerausdriicke und reproduzieren sich 
-gema8 Gl. (20b) zusammengefaBt ebenfalls. Insgesamt gibt es 


1/4 [N (N — 1) — JV] derartige Paare, welche zu dem Q,,; der zweiten 


_ Arten gehéren. Die Gesamtwirkung des Summenoperators ist daher mit 


4N + (N(N—1)—N]=N(N +2) 


_ gegeben und liefert in Verbindung mit Gl. (21 c) die angefiihrte Eigen- 
—schaft der ®. Mit Gln. (144), (18), (19 a), (20) und (21a) sind alle 


notwendigen Hilfsmittel zur Berechnung des Grundzustandes bereit- 


_gestellt, wobei wir das urspriingliche Problem auf die Auflésung einer 


reduzieren konnten. 


N 
Determinante der Ordnung i A es 


§ 5. Die lineare Atomkette fiir NM = 12. 


HvuLTHEN hat in [1] die Grundzustande der geschlossenen linearen 
Ketten fiir N = 4, 6, 8 und 10 berechnet!?. Der Operator (14 a) hat, 
wenn jeweils das k-te Atom nur mit den & — 1-ten und k + 1-ten Atom 


_ in Wechselwirkung steht und eine geschlossene Kette angenommen wird 
die Gestalt: 


a N 
petites SH rein, (22) 
ih k=1 


wobei fiir k = N + 1 wieder 1 zu setzen ist [die # stellen also hier die 


_ Restklassen mod (N) dar}. 


Wahrend fiir Ketten geringerer Atomzahl die Auswahl einer Basis 
linear unabhangiger ®-Funktionen sehr einfach ist, wird dieser Vorgang 
schon fiir N > 8 recht umstandlich. Wa&ahrend man fiir N = 8 nur 
15 linear unabhangige ®-Funktionen bendtigt, ist diese Anzahl fiir 
N = 10 auf 42 angestiegen und betragt fiir N = 12 bereits 132. Man 
sieht, daB fiir langere Ketten eine systematische Methode zur Ge- 


18 Die geschlossene Kette ist wegen der Invarianz von A’ gegen zyklische 
Permutationen etwas einfacher zu behandeln. 


Ze FE, LepineGce und P. URBAN: 


winnung der Basisvektoren ndtig ist!*. Das hier geschilderte Verfahren 
erlaubt es mit einem Schlage die Basisvektoren aufzufinden und diirfte 
sich daher fiir praktische Zwecke gut eignen. 

In Abb. 2 ist eine beliebige ganzzahlige 
Atomkette schematisch wiedergegeben. Die 
Kreisteilungspunkte mdgen die Atome sym- 
bolisieren. Einen Ausdruck (19 a) ordnen wir 
dann eineindeutig jener geometrischen Figur 
zu, welche durch das paarweise Verbinden 
der den Klammern [h,,k;] zugeordneten 
Kreisteilungspunkten P, und P;_ entsteht. 
Wir wollen der Einfachheit halber die so ent- 
er Sees stehende Figur als ,,Polygonzug‘’ bezeichnen. 
einer linearen zyklischen Atom- Unsere Aufgabe besteht nun darin, eine hin- 
eee boluieren die cheinen  Teichende Bedingung zur linearen Unabhangig- 

Atome. keit eines Systemes von ®-Funktionen geome- 

trisch zu formulieren. Dies gelingt mit Hilfe 

der Gl. (21a) ohne weiteres. Stellt man namlich die drei mittels der 

angegebenen Beziehung verknipften Ausdriicke durch unser Ab- 
bildungsverfahren 


[R,y, ks] > Strecke (P,,. Ps) 


K, fy 
2 


a XK, 


Abb. 3. Die Polygonziige der durch Gl. (21 a) verkniipften Funktionen. 


als Polygonzug dar, so finden wir prinzipiell ein in Abb. 3 wiederge- | 
gebenes Verhalten. Man erkennt daraus, daB stets zwei Funktionen, | 
welche in der Abbildung sich nicht schneidenden Polygonziigen ent- | 
sprechen, mit einer Funktion, dessen Polygonzug sich iiberschneidet, | 
gekoppelt sind. 


14 HuLtuen laBt in [1] den Operator A’ ,Selber die Basisvektoren aus- | 


suchen, indem 4’ zunachst auf [1, 2] [3, 4] ... [VY —1, N] und (2, 3] [4,5]... | 
[N,1] angewendet wird. Auf die dadurch neu hinzutretenden ®-Funktionen | 
wird wiederum A’ angewendet und das Verfahren bis zur Erreichung einei Basis 
sukzessive fortgesetzt. Wesentlich erleichtert wird die geschilderte Methode 
durch den Umstand, da8 man mit einer ausgewahlten Funktion auch alle durch 
zyklische Permutation daraus entstandenen ® zur Basisdarstellung geeignet sind. | 
Trotzdem wird das Verfahren fiir N > 10 uniibersichtlich. | 
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Wenn man daher diejenigen Polygonziige konstruiert, welche sich 
aus dem Verbot des Uberschneidens zweier Polygonstrecken ergeben, 
so ist das zugeordnete Funktionensystem {@,} im Sinne von Gl. (21 a) 
linear unabhangig. Man kann ferner zeigen, daB das angegebene Verbot 
nicht nur zur linearen Unabhingigkeit im Sinne von Gl. (21 a) hin- 
reicht, sondern dariiber herausgehend, auch keine allgemeinere lineare 
Beziehung zwischen den @®, bestehen kann. Da es genau 


as 
NRIN2+1 * 

®,-Funktionen gibt, wie man leicht durch vollstandige Induktion 
schlieBt, bilden die angefiihrten Funktionen eine mdgliche Basis. 


Abb. 4. Graphisches Bild der linear unabhangigen Basisvektoren fiir N = 10. Der Periodizitatscharakter 
der einzelnen Polygonztige wird durch die eingeklammerten Zahlen angegeben. 


’ . Abb. 5. Graphisches Bild der Basisvektoren fiir N = 12. Ein Vergleich mit Abb. 4 zeigt die ,,Aufspaltung“ 


der zu N = 10 gehorigen Funktionen in weitere Typen. 


Abb. 4 zeigt die Polygonziige der Basisvektoren fiir N = 10. Aus 
jeder der dargestellten Typen gewinnt man die restlichen Basisvektoren 
durch zyklische Permutation. In unserem Diagramm entspricht dann 
der angefiihrten zyklischen Permutation eine Drehung, so daB der 
k-te Punkt in den (k + 1)-ten Punkt unseres Diagrammes tibergeht. 

Die durch Abb. 4 charakterisierten Grundvektoren entsprechen 
vollig der von HuLTHEN auf andere Weise ermittelten Basis. 

Fiir N = 12 erhalt man vierzehn verschiedene Typen, welche in 
Abb. 5 wiedergegeben sind. Die volle Basis (V = 132) gewinnt man 
daraus durch Drehung der einzelnen Polygonziige. Geht man vom 
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Diagramm zu den ®-Funktionen zuriick, so erhalt man die folgenden 


Basisvektoren : 
Anzahl 

@2) — [1,2] [3, 4] [5, 6] [7, 8] [9, 10] [11, 12] 2 
@?) — [2,3] [4,1] [5, 6] [7, 8] [9, 10] [11, 12] 12 
O°) — [2,3] [4,1] [5,8] [6,7] [9, 10] [11, 12] ie 
po — [2,3] [4,1] [5,8] [6,7] [9, 12] [10, 11] 4 
@) — [2,5] [3, 4] [6,1] [7,8] [9, 10] [11, 12] 12 
OO — [2,5] [3,4] [6,1] [7,8] [9, 12] [10, 11] 12 
Dl) = [2,5] [3,4] [6, 1] [7, 10] [8, 9] [11, 12] 12 
@® — [2,3] [4,5] [6,7] [8,1] [9,10] (11, 12] ve) 
@®) — [2,5] [3, 4] [6,7] [8,1] [9, 10] [11, 12] 12 
Hi) — (2, 3) [4,7] [5,6] [8, 1] [9, 10] [11, 12] 12 
@(11) — [2,5] [3, 4] [6, 1] (7, 12] [8, 9] [10, 11] 12 
G0 —= [2,5] [3,4] (6, 1] [7, 12] [8, 11] [9, 10] 6 
Hi12) — [2,3] [4,5] [6, 1] (7, 12] (8, 9]-(19, 11] 6 
@tl4) — [2,3] [4,5] [6, 1] [7, 12] [8, 9] [10, 11] 6 

Gesamtzahl = 132 


Die beigefiigten Zahlen bezeichnen dabei die Anzahl der linear 
unabhangigen Funktionen des jeweiligen Typus, welche durch zyklische 


Permutation auseinander hervorgehen. Fiir die Wirkung von — A’/] 


auf die Grundvektoren Gl. 
das folgende System?®: 


(23) erhalt man dann mittels Gln. (20, b) 


AY =1260 4 62) 4 
A @?) = 2061) + 100?) 


2 © 
OP - OP + 0? +07 +08 


— 6 69 _ 69 —6® + G0, 


Ao? =— 202202 + 809 9 OP + oP + OW, 
40 = — 209209 208 +4 60 + 09 + 08 + 68 


A@®) =269 + 869 _ 60 _G)_ 68 _ 69 _ 


no Ee 


269 + 609 4+ bY + 2609 go», 


A@® ——26?% + 68) 
Ao!) ——26%) 4 8) 
A®® —O6291 63496 


208 + bE + 6G +4 269 G0, 


: 24 
84 1068 + 69 +99 o9 ga, (4) 


Ao? ——o? +09 


5 ? 
oY + bY — 268 + 8d + 625 G04), 


AO — 6? + 6 
) oY 


oY ‘ies PY > pp) abe 8 pil) 46 @9°) — Gt), 


BP +208 + 6@00 gl _ 2.609), 


10 10 11 iL 
+ BY + oY” — Oo + 8H, 


oY py G10) oy) ie 8 Gils), 


© Hier und im folgenden System wird zur Abkiirzung Bony = A gesetzt. 
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Die iibrigen Gleichungen ergeben sich durch zyklische Vertauschung 


~ der Indizes. 


Man bemerkt, daB A’ 


gegeniiber zyklischen Permutationen invariant ist. Dies beniitzend 
wurden in [1] die zu Gl. (24) analogen Systeme fiir N=4 und 8 einer 
weiteren Reduktion unterzogen. Bildet man namlich aus den zu Gl. (23) 
analogen Typenvertretern durch zyklische Permutation und Summen- 
bildung aller Funktionen eines Typus die Funktionen ee und ga 


welche durch ie 
v= Sop 
Ro vee (25) 
9p, = >'(—1) G0 = ky = Periodenzahl 
k=1 


definiert sind, so bilden wegen der Vertauschbarkeit des zyklischen 
Permutationsoperators P, mit A’ die g; und q; fiir sich einen Dar- 
stellungsraum des Wechselwirkungsoperators. Alle Qi gehoren zum 
Eigenwert + 1 von P,, wahrend die gy; zu — 1 gehdéren. 

Nun hat HULTHEN empirisch festgestellt, daB der hdchste Eigen- 
wert von —4A’/J zum Funktionensystem gi gehort#®, Indem wir 
von diesem Ergebnis auch fiir N = 12 Gebrauch machen, erhalt man 
unter Beriicksichtigung von Gl. (24) und (25 a) nur mehr einen vier- 
zehndimensionalen Darstellungsraum. 

A pf = 12¢f +92, 

A gy = 12g + 109s — 293 + 298 + 20%% 
4 —4gy +893 —3 95 —% +95 + Yio 
A pt =—293 + 69s +95) 


as 
Ss 
oy 

I 


A pf = 1297 + 805 —¢¢ —97 — 98 —98 —%i0 
A pg =— 293 +93 —295 + 696 +97 +2%10—PiD 
A py =—29F +93 —298 +6 +697 +293 —PL (26) 


A pg = 292 +98 + 1208 —9s — 10 


A o¢ =— os +95 —oe +07 —29¢ +866 +295—2 V4 
A pip =— 92 +35 —ee +46 —2 93 +8910 + 29%— 2 Oi 


A pf, = + 20 —ed — ot +292 + 694 — 292 — 4 His 
A 93 = — 295 a +402 — 29%» 
AN ollie + 9 + Pio — Pir + 8 Via, 
A oi = 292 —%9 aie + 8914 
16 Dies gilt nach HuLTuHEN fiir alle durch vier teilbaren N, wahrend fiir Atom- 


anzahlen der Form 2: (2 + 1) der héchste Eigenwert dem System {yi } ange- 
hért. Der strenge Beweis dieser GesetzmaBigkeit ist noch ausstandig. 
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Aus Gl. (26) erhalt man dann in bekannter Weise die Sakular- 
determinante; diese lautet: 


= 
2 a 


| | 


8—A 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


12—A 
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Zur Berechnung des Eigenwertes wird am zweckmiaBigsten die 
Sakulardeterminante nach Potenzen von A entwickelt. Die diesbeziig- 
liche Rechnung wurde in mehreren Schritten durchgefiihrt, welche 
wir im folgenden kurz auseinandersetzen. Es gelingt verhaltnismaBig 
einfach die Determinante auf nur eine sieben-, bzw. sechsreihige Deter- 
minante zu reduzieren und die letztere durch das gleiche Verfahren in 
eine Determinante dritten Grades zu verwandeln. 


Zerlegt man namlich die zu Gl. (27) gehérige Matrix in vier quadra- 
tische Untermatrizen A, B, C, D von jeweils siebenter Ordnung, so er- 
halt man unter der Voraussetzung |c| 4 0 


AVE) {—AC DEB, AC7\10.8 * 
pa 0 FP tl ngs Ot 0 (28 a) 


Dabei wird z. B. A von allen Elementen gebildet, welche im ersten 
Quadranten (links oben) von Gl. (27) gelegen sind. Durch Ubergang 
zur entsprechenden Determinantengleichung bekommt man unmittel- 
bar aus Gl. (28 a): 


Fs ea 5 
CD 


Da |C| £0 ist, folgt aus Gl. (28 b) eine nur N/2-reihige Sakular- 
determinante der Form: 


I—AC1D+B|=0 7 (28 c) 


Vor Durchfiihrung der Reduktion ist in Gl. (27) die vierte Spalte 
mit der achten Spalte und dementsprechend die vierte Zeile mit der 
achten Zeile zu vertauschen, damit |C| ~ 0 ausfallt. Die nach Gl. (28 c) 
entstehende siebenreihige Determinante lat sich unmittelbar in eine 
sechsreihige verwandeln, wobei ein quadratischer Faktor 


38 —15A+ A? 


=|—AC4D+B|-|Ccl. (28 b) 


heraustritt. Da der zu erwartende Eigenwert in diesem nicht ent- 
halten ist, wird der angefiihrte Faktor im weiteren unterdriickt. Zur 
Vereinfachung wird im folgenden 


A= 2(¢ + 3) (29) 


gesetzt. Nach einigen Umformungen erhalt man: 


17 Wir bemerken, daB Gl. (28 c) mit dem Ergebnis des Eliminationsprozesses 
von N/2 Unbekannten aus dem zu Gl. (28a) gehérigen homogenen Gleichungs- 
systeme selbstverstandlich véllig iibereinstimmt. Bezeichnet man mit y und y 
zwei Vektoren, die jeweils N/2 Unbekannte zusammenfassen, so findet man aus 


Ar+By=0, 
Cr+Dy=0 
sofort Gl. (28 c) wieder. 


28 


=0 


3t 
Ve hoe, 


—12+4¢+167+48 


9—2t 


6— 61 


20+ 4¢—4?? 


—3+5t—2?? 


3— 6% 


36¢— 24? 
— 48+ 201 


0 
0 


2+ 


— 2872 + 2423 
32t— 60 #7 + 1623 


—3—tt+ 2 —12+ 41+24—162 


3+5t—2? 
(SP ae 


Wat 


=O 6 


—4+ 41% 
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Durch nochmalige Anwendung von Gl. (28 c) 
findet man nach langerer Rechnung aus der 
sich ergebenden dreireihigen Determinante das 
folgende Polynom: 


2 ¢12— 25 #11 +. 94 419 16 #9 597 #8 + 8847? + 
+ 843 26 — 2241 © + 9274+ 1619 #2 — 
— ol t?—351¢-+ 54 = 0 
Daraus bekommt man _ durch _ schrittweise 
Approximation die gréBte Wurzel zu 


t = 5,3874, 


wobei die vierte Stelle noch gesichert ist- 
Demnach folgt aus Gl. (29) der héchste Eigen- 
wert zu 


Amax = 16,7748. 
Das tiefste Energieniveau von A’ erhalten 
wir mit 
Emin J Amax = — J 16,7748. ~ 130) 
Bezieht man E,,;, auf die Atomanzahl N, geht 


also zu einer Energiedichte 7y tiber, so finden 
wir aus Gl. (30) 


wae 
N 


yn=—J = — J + 1,3979, 


Damit kénnen wir die in [1] angegebene 
Tabelle der direkt berechneten »y-Werte 


2 eee um eine Nummer ergdnzen: 
ING 10 N ea 
Anzahl 
der 
ae 4 6 8 10 12 1, 2) 
== 1\) 


mn|J | 2/1,5| 1,4343 | 1,4128 | 1,4031 | 1,3979) 1,387 


Man bemerkt, da die Energiedichte fiir 
groBere Atomanzahlen nur sehr wenig vom 
Grenzwert 7. = 1,387 18 verschieden ist, so daB 
in Anbetracht der langwierigen Rechnung ein 
besonderer AnlaB vorliegen miiBte, um lineare 
Ketten mit sehr groBen Atomanzahlen exakt zu 


18 


Der angegebene Grenzwert la8t sich entweder 
durch Extrapolation oder auch genauer, durch die 
anfangs erwahnte Integralgleichung berechnen. 
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berechnen. Im allgemeinen wird man durch ein einfaches Extra- 
polationsverfahren (s. [1]) mit geniigender Genauigkeit den erwiinschten 
yn-Wert ermitteln konnen. In Abb. 6 ist die aus den Werten N = 2 bis 10 
gewonnene Extrapolationskurve in einem (ny/J,N)-Diagramm dar- 
gestellt, und der streng berechnete Eigenwert fiir N = 12 eingetragen. 


1500 
4490 
4480 
4470 
4460 
4450 
4440 
F430 
7420 
4410 
4400 
1390 
4380 
4370 
4360 
4350 


6 6 70 72 N 


Abb. 6. Die Abhangigkeit der Energiedichte 7); von der Atomanzahl N. Der fiir N = 12 streng berechnete 
Wert fuigt sich sehr gut in den Verlauf der Extrapolationskurve ein. 


Wir mochten schlieBlich den Herren cand. phil. H. Repp und 
H. STIPPEL unseren Dank fiir ihre ausgezeichnete Mitarbeit aussprechen. 
Herr ReEpp hat es iibernommen, die Reduktion der Determinante neben 
unserer Rechnung zu Kontrollzwecken durchzufiihren, wahrend uns 
Herr STIPPEL mit numerischen Rechnungen weitgehend unterstiitzt hat. 


Uber den Begriff der effektiven Reichweite in der Theorie der 
Streuung von Nukleonen an Atomkernen. 


Von 


Theodor Sexl. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 


(Eingelangt am 3. August 1957.) 


Es wird gezeigt, daB die neuerdings in die Theorie eingefiihrte effektive Reich- 
weite (,,effective range‘) rey in der Terminologie der GuTH-SExtischen Theorie 
der Streuung von Nukleonen an Atomkernen folgende Bedeutung besitzt: 


pee al 
Yeff = — lim —~ —., 
k->0 Oh2 71 Cy 

2k 


In der von E. GutH und TH. SExtL schon frihzeitig (1930) ent- 
wickelten Theorie der Streuung von Nukleonen an Atomkernen (vel. 
etwa die Darstellung dieser Theorie bei TH. SEXL, Vorlesungen iiber 
Kernphysik, Wien: F. Deuticke, 1948; 8. und 9. Vorlesung) werden 
die in der positiven x-Richtung aus dem negativ Unendlichen her mit 
der Geschwindigkeit v einfallenden Nukleonen durch eine ebene 
DE BrocLiE-Welle e'** repriasentiert (k = Wellenzahl = 22 yp v/h; 
jf = reduzierte Masse). Im Koordinatenursprung befindet sich ein 
ruhender Kern, der durch die einfallenden Nukleonen zu erzwungenen 
Schwingungen angeregt wird. Diese vom Kern emittierten erzwungenen 
Schwingungen miissen mathematisch durch eine Lésung der ent- 
sprechenden SCHRODINGER-Gleichung im Relativkoordinatensystem 
dargestellt werden, die in groBer Entfernung vom Kern, in der soge- 
nannten Wellenzone, eine vom Kern weglaufende Kugelwelle (e'*’/r) f (#) 
ergibt, wobei # die Zenithdistanz gegen die Richtung der einfallenden 
Nukleonen bedeutet. Das wechselseitige Potential Nukleon-Kern soll 
im Kerninnerny < 7g durch ein festes kugelsymmetrisches Potential V (7) 
beschrieben werden kénnen. Im AuBenraum 7 > 7, ist fiir den Fall, 
da das einfallende Nukleon ungeladen ist, V = 0; fiir den Fall, daB 
das einfallende Nukleon geladen ist, gilt hingegen fiir 7> 7) das 
CovuLtoms-Potential V =ZZ’ e?/y (Z = Kernladungszahl; Z’ = La- 
dungszahl des Nukleons). An der Ubergangsstelle des Potentials fiir 
y = 7, miissen die Lésungen des Innen- und Aufenraums glatt, das 
heiBt stetig und mit stetigem ersten Differentialquotienten, ineinander 
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libergehen. Diese Ubergangsbedingungen liefern die Bestimmungs- 
gleichungen fiir die in der weglaufenden Welle der AuSenraumlésung 
offen gebliebenen Koeffizienten C;. Die AuBenraumlésung nimmt in 
der Wellenzone fiir den Fall der Streuung geladener Nukleonen die 
Form an 


9 ice) 
T+#(0)S {1+ 62 sine oS, Glad) 
1=0 


zifarsr(i 5 +141) —aer(: stl 
-e 


] - C; Pi (cos a 


wobei die einfallende Welle 


J & peal, i= (24+ sn 3) 
der Winkelfaktor 

r* —7 we In sin? -- 
ean 2 2 
/(@) 4sin? 0/2 


und die gestreute Kugelwelle 


s ae ceri kingirs aioe r (1462), 


€ 
7 
ae ; ZZ' 
Dabei bedeutet x = 2a—; 7* = klassischer Umkehrradius = —___, 
A v2 


A = de Brociie-Wellenlange des einfallenden Nukleons im Relativ- 
koordinatensystem = h/wv; P;(cos#) =J/-te nicht normierte LE- 
GENDREsche Kugelfunktion. 

Fiir den Fall der Streuung von ungeladenen Nukleonen erhalt die 
AuBenraumlésung in der Wellenzone die Form 


tkr ee 
dibs f 1S 1(2/74 Wee (cos) =e #* + —— f( 9). 


Die GrédBen C; ea sich in beiden Fallen aus den Ubergangs- 
bedingungen fiir 7 = 7% zu 


(2) 
Xl ay a 
Ci ie 2 y) 
il 1)/ 
7) — y(t) “0 


Darin bedeutet y die ganze transzendente Lésung der entsprechenden 
ScHRODINGER-Gleichung fiir den Innenraum, y; die ganze transzendente 
Lésung fiir den AuBenraum. y kann in der Gestalt dargestellt werden 


1) al x?) 
agg Sara 
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wodurch die stehende Welle im AuBenraum in eine weg- und eine ein- 
laufende Welle zerlegt erscheint. ‘ 

Die Lésung fiir den AuBenraum kann allgemein als eine unend- 
liche Summe iiber Partikularldsungen von der Form 


G 1 
(. ve = i) Py (cos 8) == {x] (Cr+ 1) + xf?)} Pr (cos d) 
in der Gestalt 


ad 1 . : i ar oo 1 : 
Sa (27+ 1)e er gtia) {y) (C; + 1) + (7) P, (cos 8) 
1=0 


dargestellt werden. Da wegen der Erhaltung der Teilchenzahl bei 
diesen elastischen Streuprozessen die Anzahl der einfallenden gleich 
der Anzahl der weglaufenden Teilchen sein muB, folgt |C; + 1|? = 1. 
Daher kann bei Einfithrung von Phasenkonstanten 6; gesetzt werden: 
C; + 1 = e?*% oder 
Cpa %—1 = ef 2isin 6. 

Die hier skizzierten Grundztige der GuTH-SExLschen Streutheorie 
geniigen fiir eine Klarung des Begriffes der effektiven Reichweite. 

Aus der soeben angegebenen Relation, welche die fiir die Streu- 
theorie charakteristischen GréBen C; und 6; verkniipft, folgt un- 
mittelbar 


~Cr+2 
1 a = cote 0). 
Daraus ergibt sich 
1 ; 
k cotg 6; = See ik. 
2k 


Im folgenden werde nur der Fall 7 =0 betrachtet. Die Uber- 
legungen fiir 10, die analog verlaufen, seien einer spdteren Mit- 
teilung vorbehalten. Dann gilt also 


1 ‘ 
k cotg si Soap nis tk. 
2k 
Daraus folgt sofort 
lim k cotg dy = u Ca 
k>0 fc Co a 
eg Oe 


wobei im Falle der Neutronenstreuung a die von FERMI eingefiihrte 
Streulange bedeutet, worauf schon in einer im Druck befindlichen Mit- 
teilung in den Acta phys. austr. hingewiesen wurde. Denn fiir den Fall 
der Neutronenstreuung folgt fiir 7 = 0 aus den obigen Formeln fiir die 
AuBenraumlésung in der Wellenzone die Relation 
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727 9G) per ekr 
ake ey 
fiir kleine Geschwindigkeiten der einfallenden Neutronen. 
Fir k ~0 erhalt man die TayLor-Entwicklung 


1 a1 1/8 1 
Bh ee Sy a Rp 
ee, dk iC, Die, | 
2k) emo 2k k=0 2k k=0 
ER 


Da man aus allgemeinen Einsichten iiber die in der Theorie der 
Nukleonenstreuung auftretenden Funktionen y; (vgl. Vorlesungen iiber 
Kernphysik, dritte Vorlesung) schlieBen muB, da in der eben ange- 
gebenen Entwicklung nur gerade Potenzen von k auftreten kénnen, 
folgt sofort 


aes. — 4: 0° 1 =Ou 
He tas PG iC pe 
2k}, pau 


Den rechnerisch etwas komplizierten Beweis fiir das Verschwinden aller 
ungeraden Potenzen hofft der Verfasser demndchst in einer weiteren 
Mitteilung in den Acta nachtragen zu kénnen. Einstweilen werde fiir 
die jetzigen Zwecke einer Klérung des Begriffes der effektiven Reich- 
weite die Verifizierung der ersteren Relation fiir den Spezialfall der 
Neutronenstreuung angegeben. 

Im Falle der Streuung von Neutronen an Atomkernen, wobei das 
wechselseitige Potential Neutron-Kern durch eine einfache Potential- 
mulde vom Radius 7, und der Muldentiefe V, darstellbar sein soll, gilt 

. WV; 
ale et . = ees 
X sinn kr; nN 1+ E 
Vee eT yy = —1 ert 
(vgl. etwa Vorlesungen tiber Kernphysik, S. 127). 
Also wird 
EC ail ea 


tC ; k n k 
ae gt COS. Ty 


2k are tgnk7, < 
nk 
Daraus folgt aber sofort nach einer einfachen Rechnung 
01 Can 
pointe =i e+) 2s 0) 
dk iC, nal gee Fe: iG : 
2k} =0 2k} =0 


Auch fiir den Spezialfall der Streuung von Protonen an einem durch 
ein linear abgebrochenes CovuLomp-Feld darstellbaren Atomkern 
verifiziert man leicht auf Grund der in den Vorlesungen tiber Kern- 


Acta Physica Austriaca. Bd. VI/1. 3 


34 Tu. Sexi: Theorie d. Streuung von Nukleonen an Atomkernen, 


physik, achte Vorlesung, angegebenen Eigenschaften der Funktionen 7; 
die fraglichen Relationen. ; 

Damit fallt aber in der Entwicklung von  cotg 6) nach Potenzen 
von k der zu k proportionale Term weg und es gilt 


2 
eotg 6) =—— —> SET, Shei tee 
2k} a=0 
Daraus folgt sofort die gesuchte Relation 
. tee ifleeehd 
TSS Se FON RIN 
Diese 


womit also 
kcotg 65 = se + xray B + [R4]. 


Eine explizite Berechnung von 7, fiir den Spezialfall der Neutronen- 
streuung ergab 


ty wa 6 Qo, 1370201 
ur a ti a? 
t 2 
mit a= 17% maar - |r, 
a 
4 _tenkt, 
=4—= == Rk? k4]. 
Q yo! nk Qo +1 = [ ] 


Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB die Bezeichnung effektive 
Reichweite fiir den hier angegebenen Grenzwert wohl dimensions- 
maBig richtig, aber doch nicht ganz zweckmaBig erscheint, da die GréBe 
Cy nicht nur von dem Muldenradius 7, sondern auch von der Mulden- 
tiefe Vp, das heiBt allgemein von einem zweiten das Innenraum- 
potential charakterisierenden Parameter abhangt. 


Uber die statische Wechselwirkung von Leptonen vermittels 
eines de Broglie-Feldes. 


Von 


Ferdinand Cap. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Innsbruck. 


(Eingelangt am 6. November 1957.) 


Unter einem Lepton versteht man iiblicherweise! ein Elementar- 
teilchen, dessen Masse gleich 9- 10-*8 g oder kleiner ist und das den 
Spin 1/2 besitzt. Ein Lepton, das mit einer negativen elektrischen 
Ladung geladen ist, nennt man Elektron; ist die Elementarladung 
positiv, so spricht man von einem Positron; elektrisch neutrale Leptonen 
fiihren den Namen Neutrino. Die Ruhmasse des Neutrinos ist Null 
oder zumindest kleiner als 10-*8 g, was man auf Grund der gemessenen 
$-Spektren schlieBt. 

Die Wechselwirkung zwischen Leptonen wird durch ein elektrisch 
neutrales Feld von Spin 1 besorgt, dem wir den Namen DE BROGLIE- 
Feld geben wollen, da es erstmalig von DE BRoGLIE untersucht wurde; 
in iiblicher Bezeichnung wiirde man von einem MAxweELt-Feld mit 
nicht verschwindender Ruhmasse der Photonen sprechen. 

Die hier besprochene Theorie unterscheidet sich nun in drei Punkten 
von der tblichen Wechselwirkungstheorie der Leptonen: 

1. Es wird eine nicht verschwindende Ruhmasse des Photons an- 
genommen, da eine verschwindende Ruhmasse zu einer unendlichen 
Reichweite des MAXWELt-Feldes fiihrt und wir aber andererseits 
sicher wissen, daB das Weltall nicht unendlich groB ist, sondern dab 
die gr6Bte physikalisch sinnvolle Entfernung von der GroSenordnung 
des derzeitigen Radius des Weltalls ist, also 


R ~ 1028 cm \z Aw 10-*§ cm-? 


wo A die kosmologische Konstante ist. 
Aus der Formel, die den Zusammenhang zwischen der Reichweite R 
eines Feldes und der Masse der Feldteilchen m angibt, namlich 
1 gy) 2 MEL os 


R —_ ach =Kt= ya — 10-78 cm-1} (1) 


1 Phys. Rev. 74, 1722 (1948). 
3* 
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folgt somit fiir die Photonenmasse m ®&_ 10-5 g, ein Wert, der nach 
DE BrocGLic2 mit der heutigen MeBgenauigkeit samtlicher experi- 
menteller Erfahrungen (Messung der Lichtgeschwindigkeit, PLANCK- 
sches Gesetz etc.) durchaus vertraglich ist. 

2. Es wird konsequent die Wechselwirkungstheorie der Elementar- 
teilchen beniitzt, wie sie auch in der Theorie der Kernkrafte verwendet 
wird — die Beriicksichtigung des MAXWELL-Feldes durch den iiblichen 
Ubergang 


0 0 0x 0 
eo SS A, — : A 2 
Ot Ox a Ove Ox tae (2) 
(vy = 1, 2,3, 4, wie jeder griechische Index) vom kraftfreien Teilchen 


zur Bewegungsgleichung mit Kraften wird nicht verwendet. Dieser 
4 
Ubergang entspricht bei Leptonen dem Wechselwirkungsterm 2’s,+ A). 


3. Im Sinne von zweitens werden konsequent auch Spinwirkungen 
der Leptonen beriicksichtigt. Dies hat zur Folge, daB an Stelle der 
CouLoMB-Kraft, die iiblicherweise die statische Wechselwirkung 
zweier geladener Leptonen  beschreibt, eine WIGNER-(COULOMB-) 
Kraft und eine BArTLETT-Kraft treten und daB zwischen zwei Neutrinos, 
die in der bisherigen Theorie ttberhaupt keine Wechselwirkung haben, 
Krafte vom Typ einer BArTLETT-Kraft auftreten; auBerdem treten 
in allen Fallen Tensorkrafte auf. 

Die Berechtigung eines solchen Ansatzes scheint dem Verfasser 
darin zu liegen, da8 andere Partikel, die ebenfalls den Spin 1/2 be- 
sitzen (Nukleonen) und die ebenfalls vermittels eines Feldes vom Spin 1 
(Meson) in Wechselwirkung treten, ebenfalls meist durch eine LAGRANGE- 
Funktion mit spinabhangigen Wechselwirkungstermen beschrieben 
werden. 

Da die Leptonen den Spin 1/2 haben, miissen wir sie durch eine 
Dirac-Gleichung beschreiben. Wir miissen also fiir das geladene 
Elektron-Positron-Feld mit vier Komponenten auskommen, die der. 
Drrac-Gleichung 

ene 
) 
a ty 5, tHe sy=0 (3) 

k | 


1 Oy 


2 Arbeiten von DE BrROGLIE seit 1934; Zitate unbekannt; s. auch Nouvelle 
théorie de la lumiére, Paris 1940 und Mécanique ondulatoire du Photon et Théorie | 
quantique des champs, 1949, Paris, p. 58 ff. Es soll auch darauf hingewiesen 
werden, daf} das heute wohl feststehende Nichtverschwinden der kosmologischen | 
Konstanten (s. z. B. Vortrage von Lremairre in Dublin, dem Verfasser mitge- 
teilt von E. SCHRODINGER, oder Gamow, Relativistic Cosmogony, Rev. Mod. Phys. | 
21, 362 (1949) — Etnstern-Festschrift) nach der ScHRrODINGERschen rein | 
affinen unitéaren Feldtheorie (Proc. Roy. Ir. Ac. 51, A, 163 (1947). — The final 
affine field laws) eine nicht verschwindende Photonenruhmasse erzwingt, wie 
eine genaherte (linearisierte) Lésung der ScurROprInGERschen Grundgleichungen 
zeigt. 
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wo 4 =22mc/h, m Masse des Leptons, geniigen, wo ag, und £ die 
bekannten Drrac-Matrizen sind, bzw. in der NEUMANNschen Form 
4 


7] 
Da t Hy =0 (4) 
be 
Wo Yr = —1f ax und k = 1, 2, 3 (wie jeder lateinische Index), Ferner 
sty, = B. 

Aus den die Leptonen darstellenden Spinoren ersten Ranges lassen 
sich nun unter anderem ein Vierervektor und ein Sechservektor bilden, 
ndamlich der Vierervektor 

Sy = pt yop = ty Byvy (5) 

den wir den Strom-Dichte-Vektor nennen und der Sechservektor n,» 
namlich 

Mag=ty* pay und mary Boxy (6) 

welchen wir die Spinstarke nennen (R, J, verschieden und von 1 bis 3). 

Das DE Brociie-Feld (das fiir m = 0 in das Maxwett-Feld iiber- 
geht) wird bekanntlich durch einen Vierervektor A, mit dem Namen 
Potential und durch einen Sechservektor /,, mit dem Namen Feld- 
starke charakterisiert. 

Die Feldstarke f,,, befolgt die Gl. (7) (sogenanntes II. MAXWELL- 
Quadrupel), die unabhangig vom Wert von x so aussieht 


Ofu» 
aA, (7) 
Leser, die die dreidimensionale, MAXWELLsche Schreibweise vor- 
ziehen, finden die betreffenden Formeln im Anhang. 
Das durch Gl. (7) ausgedriickte Verschwinden der zyklischen Diver- 
genz des Feldes bedeutet, daB fir f,,, der folgende Ansatz gemacht 
werden kann?: 


fuvat fant hig,r = 0 wo Ve 


fuv= Agu—Auo+ Mur (8) 
Myy nennen wir die Zusatzfeldstarke. Setzt man nun Gl. (8) in Gl. (7) 
ein, so erhalt man fiir m,, die folgende Bedingung 


Muy, 2+ Mra + Map,» = 9 (9) 
Wegen Gl. (9) kann man nun ansetzen: 
Muy = Ay, p— Ay, v (10) 


den Vierervektor a, nennen wir das Zusatzpotential. 

Nun ziehen wir die I. MAXxweELt-Gleichung (Gleichung von DE 
Broc LikE-Proca) heran. 

Sie lautet unter Verwendung der Konvention betreffend die 
Summierung tiber doppelt vorkommende Indizes 

fina Ay eS, (11) 

wo ¢=-+e fiir ein Positron, ¢« = —e fiir ein Elektron und ¢e = 0 
fiir Neutrinos. 


8 Joos, Lehrbuch der theoretischen Physik, Leipzig, 4. Aufl. 1942, p. 419. 
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Mit Gl. (8) und (10) folgt dann 
Aye ALs por One aise 2A,+es, (12) 
Verlangt man nun (iibliche Nebenbedingung? fiir das Potential) 
Ane=0, also “A, gn = Angee 0, und — dp, =0, sls) 
B1S0% Gir = Gans — 0, SOMOS mt 7 —= le) 
(0 —x?) A,=es,—Oa, (14) 
oder 
(24) Ay =e Sp mit y= O (15) 

Daraus lesen wir ab, daB die Zusatzfeldstarke m,, und ihr Potential, 
das Zusatzpotential a,, Eigenschaften der Quellen des DE BROGLIE- 
Feldes, also der Leptonen beschreiben. Sind namlich keine Quellen da, 
dann miissen Gl. (14) und Gl. (15) homogen sein. Der Vierervektor a, 
und der Sechservektor m,, miissen also aus den Wellenfunktionen der 
Leptonen aufgebaut werden. 

Da man nun aus den Wellenfunktionen der Leptonen nur einen 
Vierervektor, namlich nach Gl. (5) s, und einen Sechservektor, namlich 
Mu» nach Gl. (6) aufbauen kann, folgt die Jdentitdt des Strom-Dichte- 
vektors der Leptonen mit dem Zusatzpotential und die der Zusatz- 
feldstarke mit der Spinstarke, also 


Sy=a, Nyy = Muy (16) 
Daraus folgt aber sofort mit Gl. (9) 
Mnv,a + Nyt,n + Nap,» = 0 (9 I) 
mit Gl. (10) 
Nyy = Ay, y— Ap,» = Sx, — Suzy = My,» (10 I) 
und mit Gl. (13) 
An, uw = Sy,» = 0 (13 I) 


das ist aber nichts anderes als die bekannte Kontinuitatsgleichung fiir 
den Strom-Dichte-Vektor der Leptonen. 
Wir schreiben nochmals an: 
fu» = Avu— Ay,» + Muy (8*) 
Nuv = Sv,u— Sp,» (10*) 
Die Spinstarke der Leptonen ist also die vierdimensionale Rotation 
ihres Viererstroms; dies ist eine ,,Nebenbedingung“ fiir den Spinor y. 


hus = #2 A, + 8S, (11*) 
Any =0 (13) 

Sy,» = 0 (13h) 

(L —x*) A,=e5,—Os, (14*) 
(CC) —x*) Ay = es) — Map (15*) 


Aus diesen Gleichungen kann A, berechnet werden, wenn s, ge- 
geben ist. Nun gilt wegen Gl. (10*) (13 I) 
Nu i Sy, 4, pa Su, v, 6 = Sv,u, 4 = (al Sy (17) 


4 z. B. HEITLER, Quantum Theory of Radiation, Oxford. 
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Fiir eine unitére Theorie (das Wort unitar ist hier im Sinne der 
Bornschen Theorie des Elektrons gebraucht — wenn also angenommen 
wird, daB es wahre Ladungen nicht gibt —, die Ladung also als Singu- 
laritat des Feldes aufgefaBt wird) miissen Gl. (14*) und (11*) homogen 
sein; dann muB8 aber gelten: 
entweder Sy =0 Nu» =0 
Oder A, = —5% und ~?=¢e  woraus ((]—x?)s,=0 (18) 
das hei8Bt der Viererstrom wird bis auf ein Minuszeichen identisch mit 
dem Potential. Dies liefert keine weitere Bedingung fiir den Leptonen- 
spinor, sondern verkniipft das DE Brocttr-Feld ,,unitar‘’ mit dem 
Spinorfeld. 

Da 

My» = Sv,u— Sp,» (10*) 
bedeutet das Verschwinden der vierdimensionalen Rotation des Vierer- 
stromes®, daB von den Leptonen keine Spinwirkungen ausgehen und 
die Elektrodynamik (das neutrale Meson) keine BARTLETT-Kraft und 
keine Tensorkraft kennt. Das wiirde bedeuten, daB von der ScHR6- 
DINGERschen Linearisierung der Unified Field Theory? die Spinstarke 
des Elektrons nicht erfaBt wiirde. 

Berechnet man aus Gl. (11*) das Potential, so erhalt man 


p= 6 Ton 5 “sy (19) 
Setzt man dies in Gl. (8) ein, so ergibt sich: 
7 * fu» = fav, au, — fau,a,»— & (Sr, — Spr) + 27 Muy (20) 
Durch Differentiation von Gl. (7) erhalt man 
fav,a,u— fau,a,» = fuv,aa (21) 
also 
(C — x?) fur = € (Sv, — Sp, ») —%? Nyy (20’) 
oder 
(CO —%?) fur = (€— 2%?) tur (22) 


Hier fiihrt die von SCHRODINGER® gefundene Bedingung der Ro- 
tationsfreiheit des Viererstroms zur homogenen Gleichung (bzw. ¢ = x’). 

Die Gleichung 

Niue =Srn—Suy (Oder M%ynu = L) Ss) (10 I) 
bedeutet fiir den Spinor yp eine einschrinkende Nebenbedingung. 
Es gilt ja Gl. (5) und Gl. (6). 

Diese Nebenbedingung darf natiirlich mit der Drtrac-Gleichung 
nicht in Widerspruch stehen — da dies auch wirklich nicht der Fall 
ist, konnte vom Verfasser bisher nicht bewiesen werden —, auf diese 
Frage soll spater einmal zuriickgekommen werden. 


5 EF, ScHRODINGER, Studies in the non-symmetric generalization of the 
theory of gravitation I, No. 6 der Berichte des Institute for advanced study, 
Dublin. 
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Die bisherigen Rechnungen behandelten nur den EinfluB der 
Quellen auf das Wechselwirkungsfeld; der Einflu&B des DE BROGLIE- 
Feldes auf die Leptonen wurde hingegen noch nicht besprochen. 

Hiezu mtissen wir von einer LAGRANGE-Funktion ausgehen, die 
sowohl ,,freie Quellen‘’ und ,,freies ,,Feld“ als auch die Wechsel- 
wirkung“ beider umfaBt und deren Variation nach den Wellenfunk- 
tionen der Leptonen die Dirac-Gleichung mit Kraften (unter Ein- 
schlu8 von ,,Spinkraften‘‘) ergibt, wahrend die Variation nach den 
GroBen des DE BrocLiz-Feldes die eben besprochenen inhomogenen 
Feldgleichungen ergeben muB. 

Wir setzen an: 


Qeesamt — Vipeies Lepton ae Qireies Feld olf Lwechselwirkung, 


und zwar: 
ow he oy : 
Sram =v (rn P+ wy] oder yp (: y + Gp ae + mipy 
(23) 
die Variation 
6 (i Ldt=0 
also 
0g 0 Og 
~—— -—.— = 0 24 
Opt OX, 2 Opt ce 
Oxy 
oder nach w* liefert die Drrac-Gleichung 
oy 
Yun +ey=O0 (4) 
ve OXn fe yp 
oder ae ow 
ia UE Ga ee ine (3) 
Ferner sei 
1 1 
Lireies UN 4 (Ayn = Ax, “is a 2 x2 A,* 
Die Variation nach dem Potential liefert: 
fuv,u = 2x7 Ay (25) 


dassist, GL (11) tures 


Fiir die Wechselwirkungsterme ziehen wir die bekannte allgemein | 


giiltige Regel® heran, daB diese sich ,,symmetrisch‘‘ aus den Wellen- 


funktionen von Quelle und Feld aufbaut, ferner, da8 Ableitungen der 


Wellenfunktionen in dem Ansatz fiir die Wechselwirkungsenergie nicht — 


vorkommen sollen und daB simtliche aus den Wellenfunktionen der — 
beiden Teilchen aufstellbaren Tensoren zur Bildung einer Invariante > 


herangezogen werden sollen. 


| 
| 


§ z. B. KEMMER, Quantum theory of E1nstEe1n-Boser particles and nuclear | 


interaction, Proc. Roy. Soc. 166, 127 (1938). 


' 
| 
| 
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Da das DE Brocri&-Feld durch einen Vierervektor A, und einen 
Sechservektor /,, dargestellt wird, bilden wir aus den Wellenfunktionen 
der Leptonen einen Vierervektor s, und einen Sechservektor n,, und 
setzen an 

LWechselwirkung =—es,A, + Mie Tur (26) 
(Summation tiber doppelt vorkommende Indizes), wo / eine Kopplungs- 
konstante sei. Die Variation von Lvesame Nach dem DE BROGLIE-Feld 
ergibt die MAXWELL-PROCA-DE-BROGLIE-Gleichung mit Quellen, also 
Gl. (11) 
Die Variation von Lgesam¢ nach dem Leptonenspinor p* gibt 


i ow ; ; 
SPT ae + Mi by—e Ari Byry + fury far = 0 (27) 
Wo a,» definiert wird durch 
Oa, — Ure, Cnnap Gs (28) 


Variiert man nach wt und setzt man / =0, so kommt man zu dem 
uiblichen Ansatz fiir ein Elektron im MaAxwe .t-Feld, wie er durch 
Gl. (2) geliefert wird. 

Ob die Annahme / + 0 physikalisch sinnvoll ist, kann nur eine 
genaue Untersuchung von Gl. (28) zeigen; hieriiber soll gelegentlich 
spater berichtet werden. Man kénnte immerhin vermuten, da8 die 
durch f #0 zur CouLomskraft hinzutretenden Terme verantwortlich 
sein kénnten fiir die RETHERFORD-LAMB-SHIFT’, und daB die Zusatz- 
terme in Gl. (27) die Abweichung® des g-Faktors des Elektrons vom 
Drracschen Wert? 2 zu erklaren in der Lage waren. 

Wir gehen nun iiber zur statischen Wechselwirkung. Dies bedeutet 
d/dx,— 0 und ‘s;=s, = s, = 0 sowie wegen Gl. (6),'(10 I) a, 0 
und 6 = 1 doch ist wegen der inneren Zitterbewegung 1 ~ 0. 

Daraus folgt 

‘i= (OF Ne = yp* op=M; (29) 

Beriicksichtigen wir dies in unseren Gleichungen, so erhalten wir 

gas Gt (15*) 
(A — x?) A; == rot M; (30) 
(A—)A,=éS, (31) 
Wir fiihren nun Zentralsymmetrie ein und nennen 7 die maBgebliche 
Koordinate. 
Die L sungen von Gl. (30) und (31) lauten bekanntlich 


apes rot M;, G ) ai (32) 

7) 

wo 7’ die Koordinate des Leptons und 
Sa (1) gk dy! (33) 

A, ae f HO 


7 LamB-RETHERFORD, Phys. Rev. 72, 241 (1947). 
8 z. B. Phys. Rev. 74, 893 (1948), dort auch weitere Literatur. 
9 z. B. Dirac, Principles of Quantum Mechanics, Oxford, 1947. 
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Geht man nun zum ,,punktférmigen‘‘ Lepton tiber, so wird? 
sq (7') =71 6 (r—7'’) (34) 
M; (7) = o7 6 (r—7’) (35) 
Setzt man nun Gl. (34) in Gl. (33) und Gl. (35) in Gl. (32) ein und 


integriert, so erhalt man nach den Regeln iiber die Integration von 
6-Funktionen® 


A, (r) = rot (, ; — (36) 


Cen 


A,() =ei (37) 


Da Lwechselwirkung = Dwechselwirkung Gilt unter Verwendung von Gl. (29) 
Dwrechsewwirkung = —€S8gAg+ f Mpv* fuv = —eSg Ag+ fnerfer.’ (38) 
Wir miissen also noch fg; berechnen. 
Nach Gl. (8*) erhalt man 
fat = Atr— Ani + mei = rot Az + M; (39) 
und mit Gl. (34) und (37) 


(Gals 


D wechselwirkung = €; €5 ) (7 re r’) . 


+ fo d(r—r)- {rot rot of): ees + of) 6 (r— n| (40) 


Um nun die potentielle Energie zwischen zwei ruhenden Leptonen 
(1) und (2) zu erhalten, muB8 Syechsewirkung integriert werden; eine 
Quantisierung des Feldes ist solange nicht nétig, solange die Leptonen 
ruhen und die Teilcheneigenschaften des Photons nicht interessieren!. 
Man erhalt so aus Gl. (40) 


Ee * Yr Gant z 
Eq = € & —— + fox’ rot rot (or a + fox ox’ d(r) (41) 


Der letzte Term, der einer ,,Nahewirkung“ entspricht, mu fortge- 
schafft werden — dies kann man z. B. durch Hinzufiigen eines Termes 
a° == Const. Muy? ZU. recom Erreichen*”. 
Verwendet man nun die bekannte Formel 
rot rot = grad div — A, 
so erhalt man 


E (1) =e) %—— + f (0) (0 V) —— + f (+0) x2 (42) 
da ja 
. én ee = 2 ee *r 
if Y 


10 ‘WENTZEL, Quantentheorie der Wellenfelder, Deuticke, Wien 1943. 
11 Pautt, Meson Theory of Nuclear Forces, Interscience-Publishers 1946. 
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Der erste Term stellt die Coutomp-WiGNER-Kraft dar, die fiir 
Neutrinos (¢ = 0) verschwindet. Der zweite Term stellt die aus der 
Theorie der Kernkraéfte bekannte Tensorkraft dar und der letzte Term 
ist eine BARTLETT-Kraft. Da x = 10-*8 ist, kénnen wir fiir ,,mikro- 
skopische“ Verhaltnisse (von der Gré8enordnung des Sonnensystems) 
x = 0 setzen und erhalten, da bei verschwindender Photonenmasse 
die BARTLETT-Kraft verschwindet — diese ist also von experimentell 
nicht nachweisbarer GroBenordnung (x?). 
Es bleibt dann: 


& 2 = 


Be) eon )- (43) 


Dies bedeutet, daB parka zwei Neutrinos le = 0) nur eine axiale 
Dipolkopplung auftritt. Fiir diese erhalt man™ 
(6) 7) (c®@ 7) 2 
/ as 7 


A 


=f (0 te) (0 to) (44) 


welcher Energieterm anscheinend in der Natur auch vorkommt®, In- 
wieweit das Potential Gl. (43) zwischen zwei elektrisch geladenen 
Elementarteilchen (z. B. nicht nur Leptonen, sondern auch zwischen 
Proton und Elektron) den Verhaltnissen in der Natur gerecht wird, 
kann nur eine weitere Untersuchung, etwa beziiglich des Wasserstoff- 
problems (Feinstrukturformel) oder der level shift zeigen. 


Anhang. 


Leser, die die dreidimensionale Schreibweise vorziehen, finden im 
folgenden einige der wichtigeren Formeln auch in dieser Schreibweise. 
Die Nummern der M-Formeln stimmen mit den Nummern der ent- 
sprechenden Gleichungen im Text iiberein. 


A g4rte=0 div§=0 e=p=1 (7 M) 
§ =rotXu+ mM €=—gradp— Ht +m (8 M) 
divm = 0 “at + rot m= 0 (9 M) 

i, 
N= — grada—~— a M = rot a (10 M) 


12 Finer Arbeit von vAN Hove zufolge (Phys. Rev. 75, 1519 (1949), Rela- 
tivistic Terms in the interaction between nucleons) fallt das Glied 1/r3 bei pseudo- 
skalarer Wechselwirkung weg, bleibt jedoch bei vektorieller Wechselwirkung er- 
halten. Inwiefern jedoch eine nicht statische (Spin-Bahnkopplung!) und streng 
relativistische Behandlung des vorliegenden Problems Anderungen des Aus- 
drucks von E herbeizufiihren vermag, bleibt noch v6llig offen. 

13 Neutron-Electron Interaction, Ph. Rev. 75, 1295 (1949); 72, 634 (1947). 
Wabhrscheinlich gibt es eine ahnliche Neutrino-Elektron-Wechselwirkung. 
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rot $—L == jp w divE=e0+x2 (11 M) 


10 | Rc Fe 
rotrot a+ rotrote—1 9 (grady— 1 st—grada—1 i) = 
= <j +2 U (12 M) 

. Te ne ‘ 

div ee See ead ee =c0+x% 


divatig=o diva ++ 4=0 (13 M) 


“t ; i. 
Ap 2s ee 
e c c 


: 1 (14 M) 
Ae ahig CaP eee ae 
Ax —+ i mH =F + rotm—— 3 
i (15 M) 
Ap—ZP—H 9 = £0 + divm 
j=a o=a (16 M) — 
R= —gradg—-j M = rot7 (10 I M) | 
diag, Per 
ee Efe (13 I M) 


ER prom =—Aj +4; divn=—Ao +4 (17 M) 


‘ é 
Mops ae A oe ee (18 M) 


A § Jas = (£24) rot} 
c c 


A tg are (e — x?) sate as ky (2 2) 
C oaNe 


In der weiteren Rechnung wird dann so eine Trennung der raum- 


lichen und zeitlichen Anteile vorgenommen, so daB sich ein Um- 
schreiben ertibrigt. Zu beachten ist, daB im statischen Fall Gl. (10 I M) 
nicht mehr gilt, wenn man j = 0 setzt. Exakt mii®te man setzen: 
7 = Iziner + Jaugen und fiir die Statik gilt jaxgen =O und M = rot 1 Zitter- 


(22 M) | 


Compton-Streuung im homogenen Magnetfeld. 
Von 


Hermann Robl. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 


Mit 2 Abbildungen. 


(Eingelangt am 2. Dezember 1957.) 


In nichtrelativistischer Naherung wird die Streuung von Lichtquanten an 
Elektronen im homogenen Magnetfeld untersucht. Es wird angenommen, daB8 
sich die Elektronen vor der Streuung im tiefsten Energiezustand befinden. Die 
Rechnung beschrankt sich auf den Spezialfall, daB sich die einfallenden Licht- 
quanten senkrecht und die gestreuten Lichtquanten parallel zur Richtung des 
Magnetfeldes bewegen. Es wird gezeigt, da8 die Streustrahlung ein Spektral- 
band besitzt, welches sich bei verschwindender magnetischer Feldstarke zu einer 
scharfen Linie zusammenzieht, die der Streuung an freien Elektronen entspricht. 


Bei der Wechselwirkung von Lichtquanten mit Elektronen in einem 
homogenen Magnetfeld bleibt fiir diese der Impuls im allgemeinen nur 
in Richtung des Feldes erhalten, da in der auf dieser Richtung normal 
stehenden Ebene Impuls an das Magnetfeld tibertragen werden kann. 
Durch diesen Umstand ist bei der ComprTon-Streuung die Energie 
der gestreuten Lichtquanten nicht scharf bestimmt. Wir berechnen die 
Breite des Energiebandes der gestreuten Lichtquanten in nichtrelati- 
vistischer Naherung. 

In der SCHRODINGER-Gleichung 

(7—E)p=0 (1) 


ist die Hamitton-Funktion 4 fiir ein Elektron mit der Ladung —e 
und der Ruhenergie « = mc” im Vektorpotential A gegeben durch 


P2 
aCe (2) 
lu 
wobei der Operator P die Komponenten 
eg 0. 
== —o eee 
IP. ihe L edly, (3) 


besitzt. Ein homogenes Magnetfeld mit der Feldstarke H in der 
z-Richtung wird dargestellt durch 
Jel 
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Die SCHRODINGER-Gleichung fiir dieses Vektorpotential lautet daher 
eH( 9 OM TeH\ a) owe coe 
ay ele —, E|p=0. (5 
E eH, 2 a +(e) OES a |S io 
Mit Hilfe des Ansatzes 


{bt ,y(~—2a) 
wy (x, ¥,2) =e Bega ee u (x), (6) 


wo die mit der Lichtgeschwindigkeit multiplizierte _Impulskomponente 
in der z-Richtung mit f bezeichnet ist und die Abkiirzung 


hc 
Qe 
P= (7) 
verwendet wird, erhalt man die gewodhnliche Differentialgleichung 
d*u 2u p 1 ae 
ank oa ie (e aes | 7a (x — a)*|u=0. (8) 
Setzt man 
%—a 2 2H p> 
ees a [ese | A 
ge Satara cal ee (9) 
u(&) = es 1? w.(6), i 


so geht die Differentialgleichung (8) in die HERmiTEsche Differential- 
gleichung 


ad?w dw 

Ne We ela of ee a 

de 2b Te - (A—1)w=0 (10) 
tiber. Aus der Forderung, da8 die Wellenfunktion fiir ~ = + oO ver- 
schwindet, ergibt sich A — 1 = 2, won = 0, 1, 2,... Als Lésungen 


fiir w (€) erhalt man daher die HERmiTEschen Polynome H,, (&). Die 
Eigenfunktionen der SCHRODINGER-Gleichung lauten daher 


PY jv ie—2@) (x— a) abe 
Wn = Nae hee 2a é 223 alae ah (11) 
mit Energieeigenwerten 
i 1 
E, = foe +e (r +l (12) 
wobei é = heer. (13) 


Die Normierung von y, in einem Gebiet, welches durch die Ebenen 
y=+L/2, z=+L/2 begrenzt wird, liefert fiir den Normierungs- 
faktor N, den Wert 

i 1 

— Lah (A2" n!)%° 
Die in Gl. (11) angegebenen Wellenfunktionen entsprechen solchen 
Elektronenbahnen, deren Achse die x-y-Ebene auf der Geraden x = @ 
schneidet!. 


Nn (14) 


1 M. H. Jounson, B. A. LippMANnn, Phys. Rev. 76, 828, 1949. 
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In _nichtrelativistischer Naherung kann die Compron-Streuung 
sowohl indirekt tiber Zwischenzustande, als auch direkt durch simul- 
tane Absorption und Emission eines Lichtquants? erfolgen. Bei recht- 
winkliger Streuung der Lichtquanten kann jener Anteil des Wirkungs- 
querschnittes, der von den in- 8 
direkten Ubergangen herriihrt, ge- Wk 
geniiber jenen Beitragen, die die 
direkten Ubergange liefern, ver- 
nachlassigt werden’, Die Uber- 
gangswahrscheinlichkeit pro Zeit- 
einheit ist gegeben durch 


__ 2% 


h 


wobei @ (E£’) dE’ die Zahl der End- 
zustande angibt, deren Energie 
zwischen FE’ und E’ + dE’ liegt. y 
Wir bezeichnen den mit der Licht- ef 

geschwindigkeit multiplizierten Im- Abb. 1. Compron-Streuung im homogenen Ma- 
pals der Lichtquanten vor und nach Sm ticateuante cor wel aah due Stem 
der Streuung mit Ry und k, die ent- kh und &, Einheitsvektoren in Richtung der 
sprechenden Wellenfunktionen des _ Polarisation des SeMaten de ban gestreuten 
Elektrons mit yw) und y,. Die ee eee 
Einheitsvektoren in Richtung der 

Polarisation des einfallenden und gestreuten Lichtquants seien ey und e. 
Das Matrixelement H’ in Gl. (15) fiir den direkten Ubergang mit je 
einem Lichtquant ky und & in einem Wiirfel mit der Kantenlange L 
ist dann gegeben durch 


w=" o(E)|H"2, (15) hf 


esa) 
(ic)22 (kyk) L—-*In (16) 


2 
H’ = (e, e)— 


mit dem Integral 


BES [ow ge ber he de. (17) 


GemaB Abb. 1 bewege sich das einfallende Lichtquant in der 
y-Richtung, das gestreute Lichtquant in der z-Richtung. Es gilt dann 


(Rot) =F 4; (Ret) == fe 2. (18) 

Wir nehmen an, da8 das Elektron vor dem StoB keinen Impuls in 

der z-Richtung besitzt und sich im tiefsten Energiezustand befindet. 

Wir setzen daher fiir die Wellenfunktionen des Elektrons vor und nach 
der Streuung 


2 W. HEITLER, The Quantum Theory of Radiation, Oxford, 1949. 
3 Auch fiir die indirekten Ubergange kénnen die Matrixelemente ohne 
Schwierigkeit berechnet werden. 
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.v (%— 2a) (x—a)? 
1 4 3 ; %—a 
maple em (} 
yi (19) 
1 ite eS ao ae 
Vor s i ee 30 | 
Fiir das in Gl. (17) eingefiihrte Integral ergibt sich damit 
Cap 
1 re (p+ kz 
n — 1 . d 
L? a” i (2" n!)2 3 $ 
Sie (20) 
+L/2 + 0 
sao (lee I au = eee a SGT nal! 
fe ( cr Vay fo 2? HH, (: “I. 2B Ho (2F" Nae 
—L/2 —o 


wobei in dem Integral iiber x, den Normierungsfaktoren entsprechend, 
die Grenzen + L/2 bereits durch + 0 ersetzt sind. Wenn man fordert, 
da8B die Exponentialfunktionen in den Integralen tiber z und y an den 
Grenzen periodisch sind, so verschwinden die Integrale, wenn nicht 
p=—k und a’ —a=—hk,A*/ic. Die erste Bedingung liefert die 
Erhaltung des Impulses in der z-Richtung, die zweite Bedingung ent- 
spricht der klassischen Aussage, da ein vor dem StoB in der Ebene 
x = 0 ruhendes Elektron nach dem StoB eine Bahn beschreibt, deren | 
Achse die x-y-Ebene auf der Geraden x = — ky A?/hc schneidet. Wir 
fiihren die dimensionslose GréBe (a’ —a)/A =a ein und notieren 


a (21) 


Mit der entsprechenden Substitution (%—a)/A = €& und wegen | 
Hi, (6), ="1<ergibt sich 


1 Gl ae Fee a) i | 
a oF fe Hale ay at. (22) 


Das in diesem Ausdruck enthaltene Integral kann mit Hilfe der 
erzeugenden Funktionen der HERMITEschen Polynome 


CO 
2&t—2 {” 
e tee Ste) 


= 5 (23) | 
n=0 
leicht berechnet werden. Es folgt 
+ co fore) + 0 
—§&(—a) 2(—-at—P ye —&(§—a) | 
[- é t= 38 fe H,(§—a)d&. (24) | 
SS n=0 | 
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Fiir das links stehende Integral ergibt sich 


Sama: ae Gy < ” n 
Te ete" sae ef D'— (—a) (25) 
n=0 
Der Koeffizientenvergleich liefert 
ae - 
—§§—@) ag 
fe H,, (€ —a) dé =x? e* (—a)”. (26) 
Wir erhalten daher 
ene 
2 
Be = —___—", 
Lis Al (27) 
Fiir die Erhaltung der Energie besteht die Beziehung 
1 2 1 2) 
k =k+t —| k?+ & oe 
Bey: + cy (+3) oe 
oder 
2 u (ky — hk) — kh? = &? n. (29) 


Fiir den kleinstméglichen Wert von nu, namlich = 0, ergibt sich 
eine obere Grenze fiir k. Umgekehrt ergibt sich fiir verschwindendes k 
eine obere Grenze fiir x. In nichtrelativistischer Naherung erhalten wir 


k 
O<n<-4, eke. (30) 


Bei der Streuung an freien Elektronen wiirde die Anwendung der 
nichtrelativistischen Erhaltungssdtze fiir Energie und Impuls auf die 
Beziehung 


1 2 
= Gas R2 
by = 5 (lat + A (51) 
oder 
2 u (ky — kh) — kh? = k,? (32) 
fiihren. Dieser Ausdruck ergabe nach Gl. (29) fiir m den Wert 
2 
n= fo 3 (33) 
é 


Wir verwenden jetzt fiir #7! in Gl. (27) die STIRLINGsche Naherungs- 


formel und schreiben 
1 


In|? = (22n) 2 #(n), jmae* (Se). ae 


Zur Berechnung des Maximums von f (m) setzen wir d//dn = 0 und er- 
halten ” = a2/2 = kp2/e mit 7 (a?/2) = 1. Wie aus Abb. 2 hervor- 
geht, ist das Maximum von / (nm) fiir groBe Werte von a?/2 = ky*/e? 
auBerordentlich scharf. Gegeniiber f(m) kann der Faktor n~” in 


Acta Physica Austriaca, Bd. VI/1. 4 
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Gl. (34) als langsam verdnderlich betrachtet werden. Er hat auf die 

Lage des Maximums von |J,|? keinen merklichen EinfluB. |J,|? be- 

sitzt also gerade fiir jenen Wert von m ein Maximum, der sich nach 

Gl. (33) ergibt, wenn man annimmt, daB fiir das Elektron und die 

beiden Lichtquanten die Erhaltung des Impulses auch fiir die Kom- 

ponenten in der zur Richtung des Magnetfeldes senkrechten Ebene gilt. 

Die Energie des Endzustan- 

707 107° 10% 70° 10° 10° 10° des E’ ist infolge der Erhaltung 

z ? des Impulses in der z-Richtung 

fiir eine gegebene Energie des 

gestreuten Lichtquants und fiir 

eine gegebene Quantenzahl n 

nach Gl. (28) vollkommen_ be- 

stimmt. Daher wird 0 (E£’) dE’= 

=o (k) dk. Aus dE'=(0E'/Ok) dk 
ergibt sich 


QE'\* 
0 (E’) =0 i (35) 
mit 
: : h2 
Abb. 2. Das Maximum der Funktion f (n). 
: o (k) = L3 52 (36) 


fiir die Streuung von Lichtquanten mit der Energie k in den Raum- 
winkel 2. Mit dem auf der rechten Seite von Gl. (28) stehenden Wert 
der Energie des Endzustandes wird 
OE’ k 
Nees eo i (37) 

Die in Gl. (15) angegebene Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit- 
einheit in Verbindung mit dem Matrixelement H’ von Gl. (16) besteht 
dann, wenn sich in dem Wiirfel mit der Kantenlange L ein Licht- 
quant k, befindet. Es treten in diesem Fall c/Z Lichtquanten pro Zeit- 
einheit durch die auf der Einfallsrichtung senkrecht stehende Flache L? 
und c/L® Lichtquanten pro Zeiteinheit durch die Flacheneinheit. Be- 
zogen auf den Einfall von einem Lichtquant pro Zeit- und Flachen- 
einheit ergibt sich daher fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit oder die 
Zahl der pro Zeiteinheit gestreuten Lichtquanten © = w L3/c. Fiir 
die Streuung in das Raumwinkelelement dQ folgt somit der Wirkungs- 
querschnitt 
k 1 
ko 1+ k/u 
mit der Bezeichnung 7% = e?/u fiir den klassischen Elektronenradius 
und cos@ = (e,e) fiir den Winkel zwischen den Polarisationsrich- 
tungen der einfallenden und gestreuten Lichtquanten. 

Da die Quantenzahl nach Gl. (30) eine groBe Zahl von Werten an- 
nehmen kann, ist die Streustrahlung nicht durch eine scharfe Spektral- 


a®, = dQ 7,2 cos? O \En|# (38) 
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_ linie ausgezeichnet, sondern besteht aus einem Band sehr vieler eng 
_ benachbarter Linien. Der Wirkungsquerschnitt d®, ist von m nach 
Gl. (38) sowohl durch k als auch durch |J,|? abhangig. Wegen des 
scharfen Maximums von |Z ac kann aber k durch den Wert an der Stelle 
des Maximums von |/,|* ersetzt werden. Das Maximum der in Gl. (34) 
definierten Funktion /(”) hat, wie wir gezeigt haben, den Wert 1. 
Wir bilden nun 


f(m)=e—-%, e—* = 0,6065 (39) 
und erhalten die Beziehung 
Zul Gl 
ion ee 
m[a+ os (4 ‘| ap: Fl 
’ Wir setzen 
in 
m= (1+), d<1, (41) 
wont 
a? Tone ia 
Be =F Ss Me es 
pane Olle Ls 0) (42) 


und entwickeln log (1-+ 6) in eine Potenzreihe. Mit a?/2 = k,?/e? 
erhalten wir naherungsweise 


E € 
b= i rs <1. (43) 
Mit diesem Wert ergibt sich 
etm hel E. (44) 
Ro 
Nach Gl. (29) folgt mit m an Stelle von n fiir ky <u 
€ 

Ah =, ie (45) 


wobei wir mit A k den Abstand jener Linien im Energiespektrum der 
gestreuten Lichtquanten bezeichnen, fiir die der Wirkungsquerschnitt 
- den e—%-fachen Wert des Maximums annimmt. Mit verschwindender 
_ Feldstaérke (¢ > 0) geht auch 4k gegen Null und das Spektralband 
| zieht sich auf eine scharfe Linie zusammen, die der Streuung an freien 
. Elektronen entspricht. 
. Den Wert von & an der Stelle des Maximums von |/,|? erhalt man 
aus Gl. (32). Wenn man diese Gleichung nach k, bzw. ky auflést, so 
ergibt sich bis auf Glieder héherer Ordnung von ko/u, bzw. k/u 


p= ry(1—*), f= e(r +4), (46) 
lt lu 


Der Faktor k/k) (1 + R/w) in Gl. (38) kann daher auch durch k?/k,? 
ersetzt werden. 

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, der aus den Uber- 
_gangen zu Energieniveaus mit allen méglichen Quantenzahlen m 
4* 
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resultiert, mu8 iiber alle médglichen Werte von ~ summiert werden. 
Mit verschwindender magnetischer Feldstarke kann die obere Grenze 
von ” durch 00 ersetzt werden. Wegen 


aes, a= (47) 


n=0 


erhalten wir dann nach Gl. (27) und (38) mit k/ky (1 + k/u) = k?/hp? 


2 
AD= 7,7'c0s*3O ;2 dQ, (48) 
0 
ist die einfallende Strahlung unpolarisiert und werden alle gestreuten 
Lichtquanten unabhangig von ihrem Polarisationszustand gezahlt, so 
ist cos? @ = cos* gq) cos*@ durch den Wert 1/2 zu ersetzen. In diesem 
Fall ergibt sich 


dQ. (49) 


Die Gln. (48) und (49) stimmen mit der nichtrelativistischen Naherung 
(Ao/k + k/Ry = 2, & =-a2/2) der KLEIN-NisHiINA-Formel fir die 
CoMPTON-Streuung an freien Elektronen iiberein. 


Bericht iiber die neuere Entwicklung der Quantenelektro- 
dynamik. II. 


Von 
Kurt Baumann, Wien. 


Mit 5 Abbildungen. 


(Eingelangt am 14. Dezember 1957.) 


4. Die S-Matrix, Regularisicrung. 


Der folgende Abschnitt bringt eine ausfiihrliche Diskussion der 
in (2.13) definierten Matrix S. Die Ermittlung ihrer Elemente be- 
deutet ein Verfahren zur Berechnung aller Streuprozesse und allge- 
meiner aller jener Prozesse, bei denen zu ¢ = — o0 und ¢ = oo nur 
freie Teilchen vorhanden sind. 

Es ist unsere Autgabe, das Matrixelement des Integranden von S, 
zu irgendeinem Ubergang zu finden. Dazu beachten wir, dab 
wy (x) = Lan yr (x), wo a, ein Elektron im Zustand yw, (x) = um e*** 
vernichtet, oder ein Positron erzeugt, wenn yw, (x) ein Positronzustand 
ist (wenn also ky <0). a, fiihrt die inverse Operation aus. Fa8t man 
die Elektronenterme zusammen und ebenso die Positronenterme, so 
gilt 

yp (x)= u(x) +0 (x), p(x) = u(x) + 0(2), (4. 1) 
wo nun wu (v) nur Elektronen vernichtet, und u (v) erzeugt. Ebenso 
vernichtet (erzeugt) dy (a: ) in 

Ap (x) = ay (#) + au (2) (4. 1' 
Lichtquanten. 

Das Matrixelement eines Produktes aus Operatoren u, 4%, v,... 
zu einem Ubergang 148t sich sofort angeben, wenn alle Vernichtungs- 
operatoren rechts von allen Erzeugungsoperatoren stehen; denn dann 
mu jeder Vernichtungsoperator ein vorher vorhandenes Teilchen ver- 
nichten, jeder Erzeugungsoperator ein nachher vorhandenes erzeugen. 


Diese beiden Feststellungen zeigen an, wie die Matrixelemente 
irgendeines Produktes von verschiedenen y, y, A zu berechnen sind: 
Das Produkt wird in Produkte aus Erzeugungs- und Vernichtungs- 
operatoren zerlegt; diese ordnet man um. Bei der Umordnung spaltet 
sich jedes Produkt weiter auf. Zuletzt langt man bei einer Summe von 
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Produkten in der gewiinschten Ordnung. an, jedes mit einem c-Zahl- 
faktor versehen. Die c-Zahlen treten bei Umordnungen wie 
u(x) u(y) = — 4 (y) u(x) + {u (x), u (y)} 
= — u(y) u(x) + (u(x) 4(y))o 
auf (der Vakuumerwartungswert eines geordneten Produktes_ ver- 
schwindet). 

Untersucht man diese Umformungen naher, so findet man, daB sie 
sehr einfache allgemeine Eigenschaften haben. Die Gesamtheit der 
Terme aus der Zerlegung von UV...Z ohne c-Zahlfaktor nennt man 
Gas) S-Produkt) von. Ui-2-Z undmschrelbtmesn Oya Zs ie OR) ame 
ist dann mit UV...Z identisch, wenn dieses nur kommutierende und 
antikommutierende Faktoren enthalt. So ist 


yl(ay(y):=yla)yly), P(e) By): = 9 (*) Pd), 
wie man nachprift. Allgemein ordnet man in einem S-Produkt die 
Faktoren so um, als ob sie kommutierten oder antikommutierten. 
Das ist fir Erzeugungs- und in pee ores trivial, aber auch — 
sonst beweist man es leicht, etwa 


W(x) (y) > =— p(y) P (x) :- 
Der ladungssymmetrische Viererstrom kann als S-Produkt ge- 


schrieben werden: 

Ju (x) = tec: p(x) yup (*):, (4. 2) 
denn die Kontraktion ist gerade der zu subtrahierende Vakuumstrom. 
Rechnen wir dies als Beispiel ausfiihrlich nach: 


: Ba (x) a (x): = 2 Ba (x) up (x) s+ 00 (x) mp (x) t+ 2 Wa (x) Tp (x) 2 + 
+ 10a (x) Ue (x) 2 = 
= ha (x) top (3) + va (2) tp (0) + Wha (x) Tp (x) — Tp (x) Ue (x); 


verloren ging nur bei der Umstellung am SchluB 


{va (x), Up (x)} = >” (x, an} Pra (x) yr’ o (x) = 


Ro, ky’ <0 


= DS) Vea (x) yaa (2), 

ky <0 | 

und dies ist gleich (Pa (x) pg (x))9, da die einzigen von Wa (x) we (x) | 
vermittelten Vakuumiibergange in der Erzeugung eines Positrons in — 
irgend einem Zustand yw, (x) durch w (x) und seiner Wiedervernichtung | 
durch y (x) bestehen. Die beiden Terme des symmetrischen Aus- | 
drucks (1. 2) haben gleiches S-Produkt, aber entgegengesetzt gleichen | 
Vakuumerwartungswert; also ist auch Gl. (1.2) mit Gl. (4. 2) identisch!. | 
Innerhalb eines S-Produktes seien eine Reihe von Operatoren als | 
Paare gekennzeichnet (,,kontrahiert’); wir verwenden dazu Punkt- | 
indizes, etwa :T*°UVW::XY°-Z:: :. In diesem Symbol soll man die | 


| 
| 
| 


1 Die Darstellung (4. 2) ist natiirlich auf Vakuumfelder, bzw. auf die 
Wechselwirkungsdarstellung beschrankt; (1. 2) gilt allgemein. | 
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| Faktoren wieder vertauschen kénnen, wobei nur das Vorzeichen des 


ganzen Ausdrucks zu andern ist, wenn man zwei Spinoren vertauscht. 


/ Zwei nebeneinanderstehende kontrahierte Faktoren sind eine c- -Zahl, 
/ und zwar 


GeV weet 3, (4. 3) 
und kénnen aus dem S-Produkt herausgehoben werden. Das obige 
Beispiel bedeutet also — (TY) ) (WZ),:UVX:, sofern es sich um 
lauter Spinoren handelt. 

Nun gilt die einfache Zerlegungsregel: 


tn oe = SUVS Z eo SUVS Wee 2 ee UV YZ oe 


wc SU Webco VY reer ai (4. 4) 


wo rechts nach dem ersten Glied alle méglichen Kombinationen von 


| Kontraktionen auftreten. Die Korrektheit von Gl. (4. 4) fiir nur zwei 


Faktoren erkennt man sofort: 
UV =:UV:+ (UV). 
Allgemein erschlie8t man sie Saath vollstandige Induktion. 


Dieser Regel entsprechend kénnten wir nun die S-Matrix zerlegen. 
Um aber die Integrationsgrenzen in 


-) toy | do. [u te Wetttl, (1) dd, (45) 


zu vereinfachen, fiihren wir noch ein J7-Produkt T(UV...Z) ein, 
welches genau so definiert ist wie das S-Produkt, nur daB die Um- 
ordnung nach einem anderen Gesichtspunkt getroffen werden soll, 
nimlich so, daB die Argumente der Faktoren zeitlich von rechts nach 
links aufeinanderfolgen. Umordnungen im 7-Produkt sind also wieder 
so vorzunehmen, als wiirden alle Faktoren kommutieren, beziehungs- 
weise antikommutieren. 
Gl. (4. 5) kann man nun auch 


= Hee) i for PP AWA) ie oc PAP (Xa) ) 


(4. 5’) 
schreiben, denn der Integrand ist eine symmetrische Funktion (eine 


- Verschiebung einer y A y-Gruppe ist mit einer geraden Anzahl von 


Vorzeichenwechseln verbunden!), und in jenem Bereich, iiber den in 
Gl. (4. 5) integriert wurde, sind die Integranden identisch. Als Ab- 
kiirzung wurde 

A=—1py Ay, Aap=—1?*(Yu)ap An (4. 6) 


eingefiihrt, und das Argument wurde in jeder Dreiergruppe nur einmal 
angeschrieben. 

Die Zerlegungsformel (4. 4) bleibt auch fiir 7-Produkte richtig. 
Das heiBt, die rechte Seite der Gleichung bleibt unverandert, wenn 
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links T(UV...Z) statt UV...Z steht. Nur die Kontraktionen haben 
dann die geanderte Bedeutung 

UE V2 SOV) (4. 3’) 
Wieder ist die Formel fiir zwei Faktoren trivial. 

Stehen im TJ-Produkt selbst S-Produkte, wie in dem uns inter- 
essierenden Integranden von Gl. (4. 5’), so ist Gl. (4. 4) noch dahin zu 
verallgemeinern, da8 Kontraktionen zwischen den Faktoren eines und 
desselben S-Produktes der linken Seite wegzulassen sind. Stiinde also 
in Gl. (4. 4) links T(: UV :...XYZ) (die Argumente von U und V 
diirften dann nicht verschieden sein), so ware rechts das zweite Glied 
wegzulassen. 

Wegen der bei der Zerlegung von S, auftretenden Vakuum- 
erwartungswerte ist eine kurze Einschaltung tiber die mit A (x) (2. 17) 
verkniipften singularen Funktionen am Platz. Den positiven, be- 
ziehungsweise negativen Frequenzanteil von A (x) bezeichnet man mit 
SCHWINGER als A(+) (x) und AW) (x) (das heiBt, man integriert in der 


FourigER-Darstellung nur tiber — k,n, > 0 oder <0, wenn m, ein 
zeitartiger Vektor mit 7) > 0 ist). Es ist also 
AD ix) 4 ACD (4) == A (ay (4. 7) 
Ferner definiert man 
i(AM) (x) —AM (4) Slt (2) (4. 8) 
Alle diese Funktionen geniigen der vierdimensionalen Potentialgleichung 
(Co — Ay?) f (x) = 0. (4. 9) 
Eine GREENsche Funktion dieser Gleichung, die der Gleichung 
(ro x) (4. 9) 


gentigt, ist gegeben durch 
= 1 
ZA) 74 (Ze (2%). (4. 10) 


A(x) und A(x) sind gerade Funktionen. Thre Fourrer-Trans- 
formierten sind 


Atk) = 2.7.0\(R* 54,7), (4. 8’) 
= 1 
k) = P——_—_.. é 
A (k) ee (4. 10’) 
wo P den Hauptwert bedeutet; es ist also 
A ee et 
lenis t) German aea® ai) 


Fiihrt man noch Funktionen A, (x) und A_ (x) ein durch 


As (2) =A (s) + 4.4100), (4. 11) 


so erhalt man diese auch richtig, wenn man iiber 
(2.00)—4 exp (0: x) (22 + 2%¢52)-1 
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von k = — oo bis + © integriert und den Pol von ky in — (f2 + x 92)% 
im negativ (positiv) Imaginaren, den bei + (f2-+ x)2)% im positiv 
(negativ) Imaginaren umgeht; die Halbkreise liefern gerade wi, den 
von der 6-Funktion aus (4. 8’) stammenden Beitrag. 

Alle interessierenden Vakuumerwartungswerte sind gegeben mit 


({Ap (%), Av (v)})9 = he Ou» D1 (x— y), (4. 12) 
(Le (x), Be (y)]}o=— Sas (x—y). (4. 13) 
Man findet etwa Gl. (4. 13) mit SCHWINGER, indem man zerlegt: 
[a (x), Be (y)] =(2 ya? (x) —t a (x) Be (y) — 
— Pp (y) (2 ya"? (x) + ipa (x) = 
= — i {ye (x), Be (y)} + 2(ya” (x) Be (y) — Bo (») wh” (x), 
pl, wy)... sind ganz analog 41, A(+)... definiert. Beachtet man nun, 
daB y+) = u, pt) = v, und daB u¥Y, = 0, v % = 0, weil im Vakuum 
weder Elektronen noch Positronen vorhanden sind, so kommt man 
auf Gl. (4. °13). 
Damit und mit Gln. (2. 16), (2. 17), (4. 10) ergeben sich die Kon- 
traktionen?: 
1 
(T (Ax (x) A> (¥)))o = 5 ({Ap (x), Av (y)} + € (x —y) [Au (%), Av (y)]) 0 
= —the dy, D+ (x— y), (4. 14) 


= 1 Sad 22 
(T (ya (*) Bo (¥)))o= 5 ( [pa (*), Pe (y)] + & (x —y) fpa (x), Be (¥)})o0 
=1Siag(%—¥). (4. 15) 
Als ein Beispiel betrachten wir nun die ComPToN-Streuung. 


Fiir diesen Ubergang kommen S-Produkte mit zwei A,, einem p und 
einem y in Frage, von 


. \2 
Le ee ah ~~ 
s,=( ae [16740 :: pAy(y) :)d4x dty 
also zum Beispiel der Term 
. \2 
ets [vay (x) p: Ay (y) :d4xdty. (4. 16) 


u(y) von wy (y) muB das einfallende Elektron im Zustand yp (y) ver- 
nichten, (x) von p(x) ein anderes im Zustand wp’ (x) erzeugen. 
Gl. (4. 16) liefert zwei Beitrage zur CompTon-Streuung, da man 
A, (x) durch a, (*) und A, (y) durch an (y) ersetzen kann, und umge- 
kehrt. Im ersten Fall ist das Matrixelement des Integranden 


Wp (x) Ax (x) 1S4 (% — y) Ax’ (¥) Yo (9), 


2 Wir fiihren die vielfach verwendeten Funktionen Ap = — 271A, nicht ein, 
da sie uns nicht sehr handlich erscheinen. 
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wo Ax, (x) und Ax’, (x) die Wellenfunktion des Photons vor- und nachher 
bedeutet. A und S, sind Drracsche Matrizen, das ganze ein Matrix- 
element einer gemischten Darstellung. 


Es ist tiblich und iibersichtlich, die einzelnen S-Produkte aus S, 
durch ,,Graphen‘‘ auszudriicken: Fiir jede Gruppe » A y (xi) zeichnet 
man einen Punkt x;, fiir jede Kontraktion zwischen A (x) und A (x) 
eine ungerichtete Linie von x; nach x,, fiir eine solche zwischen DW (xi) 
und yw (xg) eine gerichtete Linie von x; nach x, fiir die tbrigen, nicht 
kontrahierten (,,freien‘‘) Operatoren Linien vom entsprechenden Punkt 
an den Rand, bei y mit einem Pfeil 
7 nach auBen versehen, bei y mit einem 
2 solchen nach innen. 


Auf diese Weise kann man jeden 
Term aus der Zerlegung von Sy 
reprasentieren, denn Glieder mit 
y Kontraktionen wie py yp, A‘’ p° 

2 kann man von vorneherein fallen 
~ lassen. An jedem der a _ Punkte 
x endigen stets zwei ,,Elektronlinien“ 
mit durchlaufendem  Richtungssinn 
Benes Correa eras und eine »,Photonlinie™. Der Gl. (4. 16) 

reprdsentierende Graph ist in Abb. 1 
dargestellt. Die Graphen machen die virtuellen Zwischenzustande 
der alteren St6rungstheorie deutlich. 


Neben Gl. (4. 16) tragt noch das Glied von S, mit dem Integranden 
:p Ay (x) pAy'(y): zum Compton-Effekt bei. Dieses ]aBt sich 
durch Vertauschung der yA y-Gruppen (insgesamt kein Vorzeichen- 
wechsel) auf die Form (4. 16) bringen. Man braucht allgemein von 
jenen Beitragen zu einem Ubergang, die sich nur durch eine Permutation 
der y A w unterscheiden, nur einen zu beriicksichtigen, wenn man dafiir 
den Faktor 1/n! streicht. Dazu ist nur notwendig, daB jede der x! 
Permutationen wirklich einen neuen Beitrag ergibt. Der Vakuumterm 
7p As* p> (x) pros Avs p(y) > aus’ S, ‘etwa wird” durch” cine 
Permutation in sich tibergefiihrt: Hier kann 1/2! nicht weggekiirzt 
werden. 


Fs ist giinstig, von vorneherein eine ganz bestimmte Permutation 
der y Ay auszuwahlen. Wir schreiben die Gruppen in der Reihen- 
folge, wie die Punkte langs der Elektronlinienziige des Graphen im 
Gegenpfeilsinn aufeinanderfolgen. Dann kommen kontrahierte Spinoren 
wie in Gl. (4. 15) nebeneinander zu stehen und kénnen gleich durch 7S, 
ersetzt werden. Endigt ein Polygon nicht mit freien Elektronlinien, 
sondern schlieBt sich, dann ist noch ein Spinor durch eine ungerade 
Anzahl anderer durchzuziehen, um in der Reihenfolge (4. 15) neben 
seinem Partner zu stehen zu kommen. Bei jedem_ geschlossenen 
Polygonzug tritt also ein Faktor — 1 auf. 
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Die freien Operatoren werden auf alle méglichen Arten zur Ver- 
nichtung, beziehungsweise Erzeugung der Teilchen vor- und nachher 


|. verwendet. Die Elektron-Positron-Operatoren bringen im Falle 


mehrerer anwesender Partikeln wieder Vorzeichenfaktoren: Es ist be- 
ziiglich der Quantenzahl Ny, 


ax = (—1)$ ‘ qe ay = (—1) t oh (4. 17) 


wo s die Zahl der besetzten Zustande bedeutet, die vor wr Yangieren. 
Die auftretenden Elektron-Positron-Zustinde sind also durchzu- 
numerieren, und zwar willkiirlich. Dementsprechend ist das Vor- 
zeichen eines einzigen Graphen zu einem bestimmten ProzeB willkiirlich, 
das aller iibrigen ist hernach festgelegt. Der Effekt ist natiirlich eine 
Antisymmetrisierung des Matrixelementes hinsichtlich der Elektronen. 

Betrachten wir noch die FourtIER-Transformation der S-Matrix- 
elemente. Es ist dabei zu setzen 


1 , ktx 
3 ee Ge a ee meee el I 
“2 (a= agi | athe apes 
Ww 
1 BNA 
es (22)! [ ate k aan a (4. 18) 
Ww 

1 1 

Ds = gin | anor, (4. 19) 

Ww 


wo der Integrationsweg W die friiher beschriebene Gestalt hat, und 
in den Matrixelementen der S-Produkte 


Wy (x) = Uy ef * *, Wr (x) = Up e— i *, Ap’ p (%) = er’ pet 1", 
wobei : 
Co Awae aie =m) = 0— FAO, ba 0. 


Die x; treten sodann nur noch in Exponentialfunktionen auf, die 
Koordinatenraumintegrationen lassen sich also ausfiihren und geben 
einen Faktor (22)* 6 (k,;) fiir jeden Punkt, wo k; die algebraische 
Summe der dort zusammenlaufenden Impulsraumvariablen bedeutet. 
n — 1 6-Funktionen lassen sich gegen ebensoviele Impulsraumintegrale 
wegschaffen, die letzte driickt die Erhaltungssdtze fiir den ProzeB aus. 
(Dies gilt zumindest fiir zusammenhangende Graphen. Zerfallt ein 
Graph in unzusammenhangende Teile, was mehreren simultanen 
Prozessen entspricht, so bleibt zu jedem Teil eine 6-Funktion tbrig. 
Eine weitere Ausnahme bilden die Graphen ohne auBere Linien.) 

Das Matrixelement zweiter Ordnung fiir den Compton-Effekt sei 
als Beispiel umgeschrieben: 


3 Entsprechend Gl. (4. 6) ist R =—7y, ky; man kann abkiirzend schreiben 
— (k + x) (BR? + x%2)—1 = (R + x) (R + %)—1 (R—— %) 1 = (R— % 9). 


60 K. BAUMANN: 


5 AO : 

(FE faa ten 2a) ne) ev Hp 
x (2m)43 (g + R—p’) (20)4 4 (6—® —q) + 
+ Up’ en’ t (2 2)—* (¢ — Xo) —1 Cx Up X 
x (2m)4 5 (g—R —f') (20) (6 + k—g)} = 


he 
+ Tip’ ex (p + kh —1%q) 1 en up} 5 (Pp + B—B' —F). 


Wir fihren noch kurz die Verallgemeinerung der S-Matrix fiir den 


2 
iam (2) Giyres(p— 8 ry) Men tp 


Fall der Anwesenheit eines 4uBeren Potentials Aj, (x) an. An Stelle von 
:pAyp: tnitt :pAy:+:ypA*y:. Man kann dann die Reihenent-. 
wicklung umordnen zu 


m+n 
Seder ab [rcpae yen: 


ofp Ae y (Xn) a DAY (Sma)... PAD an) = 
CEE Pea (4. 20) 
Der m-te Term stellt die m-te BorNsche Naherung dar. Da Aj, (x) 
eine c-Zahl ist und kein Operator, sind in den Graphen bei den Punkten 


%4, ++. %m keine Photonlinien zu zeichnen. 
Wir k6nnen nunmehr auch die Seldst- 
porns energiedichte freier Elektronen (3. 14) be- 
Z x rechnen; wir ziehen jenen Operator aus. 
ae der S-Matrix heraus, der auf Zustande 
Abb. 2. Elektronselbstenergiegraph. mit einem freien Elektron wirkt. In 


niedrigster Naherung ist dies der S,-Term 


(2) [sva-y (x) Bs A p(y) dxdy = 


-2 [re %) YeD+ (x—y)S+(%¥—y) yop (y) :dxdy (4. 21) 


(Abb. 2). Dieser Operator ist auf die Gestalt 


ia hee / 
—Ef Hy (x) dx 


zu bringen. Man kann etwa die Diagonalelemente 


gu h(a” eae 
roe | dk Up Ye7a (Pp — k—x)—* Yo Up (4. 22) 


von Gl. (4. 21), die allein von Null verschieden sind, ermitteln. Mit 
Gl. (4. 28) erhalt man 
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so daB wegen p up = xy Up 
Hy (x) = d me? : (x) p(x): 
in niedrigster Ordnung bestatigt ist, 


See ilion (nat), (4. 24) 


25GB 4 


Wenden wir uns nun dem Ausdruck (3. 8) fiir die Vakwumpolari- 
sation zu. Wir kénnen ihn auch schreiben 


(i) =a | dos’ (T (ju (2) Jo (2))) 0 Av (x") — 


ie sa | doo! (T*(ju (2) jr (2'))) 9 AS (2’), (4. 25) 


wo 7* die Faktoren in entgegengesetzter Reihenfolge ordnet wie T. 
Der Vakuumerwartungswert eines Operators ist dessen S-produkt- 
freier Teil, somit 


(T (iu (*) ty (2'))) 9 = — 27 2? BW (x) yup’ (%) B* (x') pops x’). (4. 26) 
Gl. (4. 26) ist die Elektronenschlinge im Photonselbstenergiegraphen 
niedrigster Ordnung (Abb. 3) zuzuordnen. 
Der zweite Term in Gl. (4. 25) macht 
den Ausdruck symmetrisch zwischen Ver-  _ en 
gangenheit und Zukunft. Auch den Selbst- = 
energieoperator kénnte man in dieser 
Hinsicht symmetrisieren. Mit T7* in 
Gl. (4. 14, 15) kame, wie man leicht sieht, D_ und S_ statt D;, S4. 
Damit ist auch Gl. (3. 8) auf die Berechnung eines S-Matrixelementes 
zuriickgefiihrt ; 


Abb. 3. Photonselbstenergiegraph. 


1 e2 


—(22)—* i 


Hf dp Spur [yu (P + 4 —%o)—* y» (P — %)—*] a e' 1 * 
(4. 27) 


ist der Beitrag von der FourteR-Komponente A, (7) = a e'%%. (Es 
wird sich im tibernachsten Kapitel zeigen, daB die A—-Funktionen im 
zweiten Term von Gl. (4. 25) nur dessen Vorzeichen andern.) 

Die divergenten — also strenggenommen sinnlosen — Integrale 
Gl. (4. 23, 27) sind mit Umsicht zu berechnen; es kann dennoch sein, 
daB das Ergebnis je nach der Art des Grenziiberganges verschieden 
ausfallt. PauL1 und andere haben jedoch ein elegantes eindeutiges, 
lorentzinvariantes Limitierungsverfahren entwickelt. 
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Das Verfahren sieht etwa in Anwendung auf die Elektronselbst- 
energie folgendermaBen aus: Von dem Integral in Gl. (4. 23) subtra- 
hiert man ein gleichartiges mit nichtverschwindender Photonmasse 4 h/c. 
Man ersetzt also k—? durch 


RR 
ke? — (2 + 1 = i aL (k2 + L)—2, (4. 28) 
0 


Da A im Nenner des Zusatzintegranden steht, mu8 man offenbar im 
Limes 2 — © wieder auf das richtige Ergebnis kommen. Entscheidend 
ist, daB sich die Divergenzen des Elektronselbstenergieintegrales als 
unabhangig von der Photonmasse erweisen, so da sie in der gebildeten 
Differenz herausfallen. 

Das Integral der Vakuumpolarisation regularisiert man hinsichtlich 
der Elektronenmasse. Das heiBt, man ersetzt J (%)”) (4. 27) durch die 


Summe 
R2 


[c (Y) (J (0?) — J (9? + 4?)) da = — aac a | ax J’ (%" + L). 

\ : . (4. 29) 
Das nochmals derivierte Integral J” (%)2-+ L) ist konvergent und 
kann berechnet werden. Die Divergenzen sind von den Integrations- 
konstanten C, A? + C, absorbiert. Sie heben sich also wieder weg, 
wenn man den Regulator G (A) (der fiir Werte A>> m von Null ver- 
schieden sein soll), den Bedingungen 


unterwirft. Das exakte Integral erhalt man wiederum, wenn man alle A 
gegen Unendlich gehen 1aBt. 

Nach diesen Illustrationen formulieren wir die Regularisierung 
allgemein: Ein divergenter Ausdruck F (m) (der nicht notwendig ein 
S-Matrixelement zu sein braucht) wird ersetzt durch 2c; F (m;), mit 
mM, =m, m > m fir 7~1. Die c; wahlt man so, daB die Divergenzen 
herausfallen. Bei der Elektronselbstenergie reicht die Bedingung 


> ai=0 (4. 30) 


aus. In der Vakuumpolarisation dagegen sind neben den massenunab- 


hangigen Divergenzen noch solche proportional m;” enthalten, so daB 
man auch die Bedingung 


D> mic: =0 (4. 31) 


braucht. Zuletzt erhalt man das gesuchte Ergebnis als Limes m;/m > oo 


(i521). 
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Dieses Limitierungsverfahren ist offensichtlich lorentzinvariant. 
Dagegen ist einiges Augenmerk auf die Eichinvarianz zu richten. 
Eichtransformationen sind solche, die zu neuen Potentialen und 
Spinoren fiihren, welche die gleichen Feldstarken und Viererstréme be- 
schreiben. Eine Modifikation, welche die Invarianz gegeniiber der 
Eichgruppe zerstért, ist unbrauchbar. Doch ist die Erhaltung der 
Eichinvarianz bei der beschriebenen Regularisierung 
nach PAUuULI gesichert, sofern man einen Ausdruck --~ 
stets als Ganzes regularisiert, das heiBt, ihn nicht / \ 


faktorisiert und die Faktoren jeden fiir sich regular 
macht. 


Uber die Berechnung der Impulsraumintegrale 
: cae Abb. 4. Unbeobacht- ° 
wird am Schlu8 von Kap. 6 einiges gesagt werden. SER ole aiciar 


5. Die Beseitigung der Divergenzen aus der Streumatrix. 


Im folgenden wird zu zeigen sein, daB die S-Matrix der Quanten- 
elektrodynamik in beliebiger Naherung frei von Divergenzen ist, so- 
fern sie nur als Funktion passender Parameter dargestellt wird. 

Eine Gattung Divergenzen liefernder S-Produkte kann sofort ge- 
strichen werden. Abb. 4 stellt den Graphen zu dem weiter oben er- 
wahnten Vakuumterm dar, der im Impulsraum die Gestalt 

‘team: 
Se ee 


2 (22)8 h 


e 


(VT) [| dp dp’ Sp [yu (Pp —%e)—* Yu(P— %)—*] X 
Mpa DF (5. 1) 


erhalt. Zu jedem beliebigen Graphen erhalt man einen um 2” Ord- 
nungen hodheren fiir den gleichen ProzeB, wenn man Abb. 4 n-mal 
hinzufiigt. Uberlegt man sich die Zahl der Numerierungsméglich- 
keiten der Punkte, die verschiedene Kontraktionen liefern, so erkennt 
man, daB man diese Prozesse einfach durch Multiplikation jedes S- 
Matrixelementes mit 


1 ; 1 : ; 
an a 


beriicksichtigen kann, einem bedeutungslosen Phasenfaktor also. 
Ebenso gilt allgemein: S-Produkte mit Vakuumiibergangen — 
reprasentiert durch Graphen mit isolierten Teilen ohne auBere Linien — 
kénnen weggelassen werden. Graphen wie Abb. 4 stellen die Selbst- 
energie des Vakuums Y, dar, die unendlich ist. Diese Vorgange, die 
simultan mit jedem anderen ProzeB vor sich gehen kénnen, haben keine 
beobachtbare Konsequenz. In der Wechselwirkungsenergie entspricht 
ihnen ein divergentes Vakuumglied. 

Die iibrigen Divergenzen haben in der Verwendung der abstrakten 
GréBen m, und e zur Beschreibung der Vorgange ihre Ursache und 
verschwinden, wenn man beobachtbare GréBen an deren Stelle einfiihrt. 

Wir benétigen zwei Definitionen: Ein ,,Selbstenergieteil sei ein 
Teil eines Graphen, der nur durch zwei Elektron- oder zwei Photon- 


ee 20 9 
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linien mit dem Rest des Graphen oder mit dem Rand verbunden ist. 
Ein ,,Verzweigungsteil‘‘ (,,vertex part) sei ein solcher, der mit dem 
Rest des Graphen durch zwei Elektronlinien und: eine Photonlinie ver- 
kntpft ist. 
| Die zentrale Schlinge in Abb. 2 ist ein 
y Elektronselbstenergieteil, die in Abb. 3 ein 
} Photonselbstenergieteil. Der einfachste Ver- 
zweigungsteil ist das zentrale Dreieck in Abb. 5. 
Fiigt man in eine Elektron- oder Photon- 
linie eines Graphen einen Selbstenergieteil oder 
an Stelle eines Punktes einen Verzweigungsteil 
ein, so entspricht der neue Graph einem Bei- 
hues “Giophoweter einen tres HOheren Ordnung *zu dem gleichen Uber- 
Verzweigungsteil enthiit. gang, der aus dem urspriinglichen durch eine 
korrespondierende Substitution hervorgeht. Zum 
Beispiel bedeutet die Substitution des Verzweigungsteiles aus Abb. 5 
fir einen Punkt, daB die durch diesen repradsentierte Gruppe 
[pAy (x) dx durch 


: 2 
| | [eae (x) pre Apes: (x!) Bo As p(x") dda! dx” = 


2 
ss i. I ine Figs Wane: ' 
= eel ic (2) Ye he Dy (e— 4") tS 4 (%— 9) Yat ce (% 
— %"’) “eA (x!) p(n") dx dx! ax” = 


= 1 
-[o (x) ree (V,%— x’, x’ — x") Aa (x’) p(x") dx dx! dx” 


ersetzt wird, und allgemein entspricht 
ya 0 (x — x’) 6 (x’ — x") + AX (V, x — 2’, x’ — x"’) (5. 2) 
dem Einsetzen irgendeines Verzweigungsteiles V. Der Operator Ag 
ist wirklich nur von V abhangig und nicht vom iibrigen Graphen; 
denn die hohere Faktorielle kiirzt sich gegen die (m + 1) (w + 2)... 
(x +7) Bezeichnungsméglichkeiten der 7 neuen Punkte weg, wenn 
die Ordnung des Graphen vorher war. 
Das Einsetzen des Selbstenergieteils W aus Abb. 2 in eine (innere) 
Elektronlinie korrespondiert einer Substitution 


oNeD ee 7 
—1€é Po = = 
fe J fe (a ary OB an ye (y') Spo (y)ida ayes 


Cc 
So 7 
me ° 1 1 1 , T\ sce , , 
= (GY f ise ear tyetnen, 18, 9) ~Yo X 


xX 7S+ (y'— y) dx’ dy! = 


= | Sa (x— x’) X'(W, x’ — y') tS (y’ — y) dx’ dy’ 
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fiir p* (x) py: (y), das Einsetzen irgendeines Elektronselbstenergieteiles W 
oder Photonselbstenergieteiles W’ einer Substitution 


tS4 (x— y) + fis, (4— x’) LX (W, x’ — y')i Sy (y’ — y) dx’ dy’, 


(5. 3) 

1 1 
7G heDs (x—y) > [iaep, (x— x) IT(W', x’ —y') Phe D+ (y’ — 
— y) dx’ dy’, (5. 4) 


oder wenn man den Selbstenergieteil in eine AuBere Linie einsetzt, 


p(x) + | iS4 (x—x)E(W, x'—y')p(y')dx' dy’, (5. 5) 


y (x) > | yp (x') X(W, x’ — y')i Sy (y'’ — x) dx’ dy’, (oe) 


a 
Ay (x) > | zheDs (x — x’) IT (W’, x’ — y’) Ay (y’) dx’ dy’. 


(Bayt) 
Die FouriEr-Entwicklung von Gl. (5. 2) ist 


(22)—8 ya [ ete) Px ot (#2) Pa dh dp, > 


e 


> (22)-8 i! ei e—¥) bs gi (2—¥") a A, (V, by, fp) dp, aby, 


also die Substitution in den FourteR-Transformierten 


ya > Aa (V, py be); (5. 2’) 
P;, P; sind nach Austfihrung der Integrationen iiber x, x’, x’’ die Impuls- 
raumvariablen der beiden Elektronlinien, die V mit dem Rest des 
Graphen verbinden. Ebenso kommt 


iS (6) > iS4 (6) Z(W, p)iS+ (6), (5. 3’ 
FheD, (6) >+heD, (6)I(W',p)-heD. (), (6. 4) 
y(p) + iS, EW. P) vb) (5. 5" 


und so weiter. 

Diese Betrachtungen haben zweierlei Bedeutung. Der einem be- 
stimmten Selbstenergie- oder Verzweigungsteil korrespondierende 
Operator A, (V) usw. braucht nur einmal ermittelt zu werden und er- 
moglicht es dann, jene Korrekturen zu einem beliebigen ProzeB, die 
durch Einsetzen dieses Teiles entstehen, sofort hinzuschreiben. 

Ein Graph heiBe reduzibel, wenn er in seinem Innern Selbstenergie- 
oder Verzweigungsteile enthalt, irreduzibel anderenfalls. Man erhalt 
die vollstandige Zerlegung der S-Matrix auch, wenn man nur die Terme 
mit irreduziblem Graphen aufsucht und in ihnen alle y,, 7S, (f), 


(1) he D+ (b), pb), ¥(b), Au(p) durch 
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Du (bys 2) = Yu + Apu (Py, D2) $ (5. 8) 
iS. (p) = 7S4 (~) +784 (1) Z(H)IS4 (), (5. 9) 
“he Di) =yheD, (p) + heDs (IT (6) heD; (@), (6. 10) 
y' (0) = p(t) +iS+ (6) ¥ (6) y (0), (5. 9a) 
v’ (p) = (p) + (b) 2 (p) i Ss (0), (5. 9b) 
A, (p) = A, (p) + TheDy (p) IT (p) Au (6) (5. 10a) 


ersetzt. Hier ist X’' die Summe der 2(W) iiber alle W, IT die der IJ (W’) 
uber alle W’. Entsprache auch A, einer Summe iiber alle V, so hatte 
man gewisse reduzible Graphen mehrfach beriicksichtigt. Der Graph 
etwa, der aus Abb. 5 hervorgeht, wenn man in eine auBere Linie einen 
Selbstenergieteil einsetzt, wiirde zugleich einen héheren Verzweigungs- 
teil reprasentieren. Richtig ist daher A, iiber alle ,,eigentlichen Ver- 
zweigungsteile‘‘ zu summieren, das sind jene, die nicht aus zwei Teilen 
bestehen, welche nur durch eine einzelne Linie verbunden sind. 

Fuhrt man analog Summen 2*, //* iiber die eigentlichen Selbst- 
energieteile ein, so gilt auch 


iS4 (p) =iS4 (p) iS (6) E* (p) 1 S4 (6) = 
=iS, (p) + iS, (p) Z* (p)i Sx (A), (5. 9’) 
1 


TheDi (6) =—heD, (6) + heD, (p)L* () he D, (p). (5. 10’) 


Die zweite, groBere Bedeutung der Selbstenergie- und Verzweigungs- 
teile ist die, daB in ihnen die fiir die Schwierigkeiten der alteren Theorie 
verantwortlichen Divergenzen lokalisiert sind, wie Dyson zeigte. 
Es sind die ,,Ultraviolettkatastrophen‘‘, verursacht durch das zu 
schwache Verschwinden der fouriertransformierten Integranden im 
Unendlichen; die Integrale der Verzweigungsteile divergieren loga- 
rithmisch, die der Elektronselbstenergieteile linear, die der Photon- 
selbstenergieteile quadratisch. — Wir brauchen uns jetzt also nur 
mehr mit den Divergenzen in Gl. (5. 8) bis (5. 10 a) zu befassen. | 

Der exakte Ausdruck fiir die Selbstenergie eines freien Elektrons 
ergibt sich bei Verallgemeinerung der im vorigen Kapitel verwendeten 
Argumente zu 


sand ae ptatiediew apt 
= Omc* = L* (p'), (5. 11) 
wobei ~’ den Energieimpulsvektor eines freien Elektrons bedeutet. 
Diese Divergenzen entfernt die Transformation W (co) mit 


een = — :P(x) dmec2y (x): W (0). 
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Was danach noch an Ultraviolettkatastrophen in der Theorie ver- 
bleibt, entfernen wir durch Einfiihrung der beobachtbaren Elektronen- 
ladung. Dazu ist noch eine Umformung nétig. Wegen 


St nants Pee ae Deira (5. 12) 
besteht die Identitat 
oa 
A, (p, p) = ve (5. 12’) 


die Differentiation laBt aus jedem 2(W) von 2X* einen Satz von A, (V) 
hervorgehen, in deren jedem die auBere Photonlinie in eine der die 


Variable # tragenden Elektronlinien eingesetzt ist*. Daher ist 
1 


2* (6) - | dey Ay (5, §) = fa (Pu— Pu’) Ap (6* 6), (5. 13) 
po 0 
wo €=f*=Ap4+ (1—A) Pp’ gesetzt wurde. 
Ebenso schreiben wir (fiir eine strengere Behandlung s. J. C. WARD) 
t 1 


IT* o=| dt, Ay (é, ja [ aind, (At, At); (5. 14) 
0 0 


A, soll aus J7* genau so hervorgehen wie A, aus X*. In Gl. (5.14) wurde 
verwendet, daB die Photonselbstenergie verschwindet (und zwar aus 
Griinden der Eichinvarianz allgemein, nicht nur in erster Naherung). 

Auch A, und A, braucht man nur tiber irreduzible Graphen zu 


-summieren und dafiir y, > I, Si > Se Ds > Ds zu substituieren. 
So werden aus Gl. (5. 8), (5. 9’), (5. 10’) Integralgleichungen, denen die 


Funktionen I), Sa Dy geniigen. 
Nach diesen Vorbereitungen laBt sich die Ladungsrenormierung 
sehr rasch durchfiihren. Wir behaupten, daB die zuletzt erwahnten 
Funktionen die Gestalt 
Ps yt Dy (e,), 
S4+ = Y S41 (4), (5. 15) 
Ds =ZD+1 (4) 

haben. Ia, S+1, D41 sind endliche Funktionen mit den Integral- 


gleichungen 


4 Es gilt der Satz, da8 S-Produkte mit ,,ungeraden Teilen in den Graphen, 


- die nur durch eine ungerade Anzahl von Photonlinien mit dem Rest des Graphen 


oder mit dem Rand verbunden sind, nicht beriicksichtigt zu werden brauchen, 
weil ihre Beitrige sich insgesamt wegheben. Daraus folgt auch, daB in Gl. (5. 12’) 


keine A, (V) verlorengegangen sind, obwohl geschlossene Elektronlinienschlingen 


in Y(W, p) nicht die Variable p tragen. 
5* 
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Pua = Yu + Au (Py, Po) Ay (PsP) 
1 


iS41 = 154 4184 il dA (bu— Pu) Au (6° P') — Ap (0', P')} 7 S44, 


0 
1 


[ peDyr=—heDy +tneds fai] Anaerg— 
4 
0 


— A, (0,0) — (At) | ell |LieDes (5.16) 


In diesen Definitionsgleichungen sind die in den irreduziblen V und V’ 
auftretenden y,, Si, D+, e durch Iya, S41, D+1 und 
Cee (5. 10) 
zu ersetzen. 
Y und Z sind divergente Konstante, definiert durch 


Y yu = Yu—Az (6', 2’), 
1 


OA, 
bss ee cbnnm i f anal Pte | (5. 18) 
0 


Den Beweis von (5. 15) erbringen wir durch Einsetzen. Ein A, (V) 
proportional e?” enthalt 27+ 1 yy, 2” S;+ und m Dz, ein A, (V’) 
proportional e?” 2%+1 yw, 2n+1 Si, n—1 Dy. Es wird also 


Ay (e, Pn, Saag exe) = Yai (é,, Pas Sy D+1), 
Au (CalusSh nla) ae At An leg lnatS.4, Dies) 
und damit aus Gl. (5. 8), (5. 9’) und (5. 10’) 


YUSTa = Yat ae dU 
5 | 


YiSt1=tS4 +1S+ (bu— Pry) [ aa, (P'.P) i S41, | 
1 

1 1 1 1 
Z-heD+ =~ heDy + he D+ tn [ aaa, (At, At) —he D441. | 
0 | 
Genau dasselbe erhalt man aber auch, wenn man Gl. (5. 18) in Gl. (5. 16) 
einsetzt. Zu beachten ist dabei, daB A, (0,0) aus Invarianzgriinden 
verschwindet. | 
Fir freie Teilchen ist S;1 = S+, wie man in Gl. (5. 16) erkennt. 
Man wiirde also erwarten, daB die Modifikation der y (p),  (p), Au (p)) 
durch Einsetzen von Selbstenergieteilen in dauBere Linien in einer: 
Multiplikation mit Y, beziehungsweise Z zum Ausdruck kommt. Doch 
zeigen genauere Betrachtungen, unter Eingehen auf Normierungs- 
fragen der S-Matrix, daB die richtigen Formeln lauten: 
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y’ (pb) = Y* y(?), 
¥ (6) = Y* 9), 
A, (p) = 2% A, (p). (5. 19) 


Fiir die Fourrer-Komponente Aj, (q) e'7* eines duBeren Potentials 
Aj, (x) ist im allgemeinen g? = 0 und es ergibt sich 
Ap (q) = 2% D1 (q) g? Ap (9)- (5. 20) 

Man erkennt nun, daB alle Divergenzen aus einem Term von S, 
verschwinden, wenn man ihn mittels Gl. (5. 15), (5. 17), (5. 19), (5. 20) 
durch e, ausdriickt: Y~”" von den J’, kiirzt sich mit Y” von den S re 
yp’, p’ weg; Z—"l? von e* gegen Z”/2 von den D,, Ans Der wirkliche 
Proportionalitatsfaktor eines Matrixelementes n-ter Ordnung ist e74, ey 
also die beobachtbare Ladung. 

Wir haben die fundamentale Erkenntnis gewonnen, daB die Diver- 
genzen der S-Matrix der Quantenelektrodynamik durch eine Renor- 
mierung von e und m verschwinden. Allerdings sind Streuprozesse 
nicht die einzigen beobachtbaren quantenelektrodynamischen Phano- 
mene, so daB noch zu untersuchen bleibt, ob die neue Quantenelektro- 
dynamik fiir alle beobachtbaren GrdBen sinnvolle, konvergente Werte 
liefert. 

Dyson konnte auch diese allgemeinste Frage klaren. Der ein- 
zuschlagende Weg ist durch die Analyse der S-Matrix vorgezeichnet. 
Durch Einsetzen der Reihenentwicklung fiir U in 


O (x) = U~™ (0) 0" (x) U (a) 


erhadlt man eine analoge Reihenentwicklung fiir einen Operator O (*) 
in der HEISENBERG-Darstellung, etwa 


O (x) =O" (x) +0, (x) +0, (x) +... 


oS o Oo, on—1 
= Be fan fan... [as Fels (n\n (Cha a) ose 
n—0 —o —o —o 


Aaa SERCO MSIE |) ema 


foe) 


ag ree, \R 
———> 1 , , 
=> (4) = ct | aides daye T* (Hy (x1)..-Ha (x) x 


j=0 k=0 zit 


x T (Hy (xj41) ... Hy (xj+2) 0" (x). 


Die Integranden lassen sich wie bei der S-Matrix durch S-Produkt- 
zerlegung weiterbehandeln. Indem er sich dieser Darstellung bedient, 
’ beweist Dyson, daB die Renormierung, sofern sie nur die Divergenzen 
aus der S-Matrix beseitigt, auch die Endlichkeit aller Operatoren, oder 
besser irgendwelcher Raumzeitmittel von solchen, garantiert. 
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Damit kommen wir zum Kulminationspunkt der neuen Quanten- 
elektrodynamik: Statt des zu Beginn (Kap. 1) angegebenen Relationen- 
systems kann man die expliziten Ausdriicke 


ja(w) = il diy U-* (0) jx (x) U (0), 
is (5. 21) 
Fy» (@) = . i da U-? (6) Fw (x) U (0) 


o 


an die Spitze der Quantenelektrodynamik stellen. Diese Ausdriicke 
sind Funktionen von m und e, und frei von Divergenzen. Was sich, 
als physikalisch sinnlose Abstraktion, als undurchfiihrbar erweist, ist 
die Aufspaltung in isolierte Felder und Wechselwirkungsterme und 
fiihrt auf Divergenzen, genau wie der Grenziibergang zu FeldgroBen 
an einem bestimmten Raumzeitpunkt. 
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Uber Interferenzeffekte in Winkelkorrelationen. 


Von 


Otto Hittmair. 
Physics Department, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, Mass. 


(Eingelangt am 18. Januar 71952.) 


Zusammentassung. 


Die vorliegende Arbeit behandelt die Interferenz verschiedener Multipole in 
Winkelkorrelationen auf allgemeiner, gruppentheoretischer Basis. Fiir den 
Korrekturfaktor des Energiespektrums eines £-Strahlers ergibt sich dadurch ein 
besonders tibersichtlicher Ausdruck. Die £-y-Korrelation des K*2 und des Rb® 
werden behandelt. 


Kinleitung. 


Die Winkelkorrelationen von Kernstrahlungen elektromagnetischen 
oder materiellen Charakters haben sich als wirkungsvolles Werkzeug 
erwiesen, Aufschliisse iiber Spin und Paritét von Kernen zu erhalten!—4. 
Uberdies gibt die f-y-Korrelation Anhaltspunkte, welche der fiinf 
mdéglichen Wechselwirkungsformen der FEermi-Theorie des £-Zerfalls 
am ehesten der Wirklichkeit entspricht®. Ein besonderer Vorteil der 
- Winkelkorrelationen ist dabei, da8 im allgemeinen keine besonderen 
Annahmen fiir das Kernmodell gemacht werden miissen und sich die 
Ergebnisse durch rein geometrische Uberlegungen erschlieBen lassen. 

Der physikalische Vorgang, der AnlaB zu einer Winkelkorrelation 
gibt, ist folgender: ein Kern emittiert hintereinander zwei Partikel 
oder Lichtquanten. Der springende Punkt ist dabei, daB diese Emissionen 
in so rascher Aufeinanderfolge vor sich gehen, da keine Reorientierung 
der Kernspiriachse in der Zwischenzeit erfolgt. Die zweite Emission 
_ geschieht also von demselben m-Niveau, in dem, die erste Emission den 
Kern zuriick 1aBt. 

Unter diesen Voraussetzungen und bei Annahme reiner Multipol- 
tibergange wird die Winkelkorrelation durch rein gruppentheoretische 
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Uberlegungen bestimmt. Das Verfahren fiir zwei aufeinanderfolgende 
Ubergange kann in direkter Weise auf mehrere Emissionen, bzw. 
Absorption und Emission ausgedehnt werden’. 


Die Annahme reiner Multipolstrahlungen, die sich als sehr verein- 
fachend erweist bei unserer mangelhaften Kenntnis der Kernwellen- 
funktionen, besteht nun aber, wie der Vergleich mit dem Experiment 
zeigt, nicht immer zu Recht. Wohl engen die Auswahlregeln fiir Paritat 
und Drehimpuls die méglichen Multipolstrahlungen bei Ubergang 
zwischen zwei Quantenzustanden des Kernes ein, es sind aber immer 
mehrere Multipoliiberginge moglich. So ist z. B. zwischen zwei Zu- 
standen, die sich um Eins in der Drehimpulsquantenzahl unterscheiden 
und gleiche Paritat besitzen, sowohl magnetische Dipol- wie elektrische 
Quadrupolstrahlung médglich und diese kénnen mit vergleichbarer 
Intensitat erfolgen, wenn auch im allgemeinen die hdhere Multipol- 
strahlung viel schwacher ist”. 


Interferenzeffekte in y-y-Winkelkorrelationen wurden von LING und 
FALKOFF® behandelt. Sie gingen von der Wechselwirkungs-HAMILTON- 
Funktion fiir die Emission von Lichtquanten aus. In der vorliegenden 
Arbeit werden die Multipolmischungen auf allgemeiner, gruppen- 
theoretischer Basis behandelt, ohne Beniitzung der speziellen Form der 
jeweiligen Hamitton-Funktion. Die Uberlegungen gelten daher auch 
fiir Emission von Partikeln mit beliebigem Spin. 


Das Verhaltnis der radialen Matrixelemente von interferierenden 
Multipolen bleibt ein unbestimmter Parameter, der aus dem Experiment 
zu bestimmen ist. Jedoch ist die relative Phase nicht so unbestimmt, 
wie Linc und FALkorF annahmen, sondern betragt, wie Lroyp!® und 
Fucus!! zeigten, 0 oder z fiir die betrachteten Multipolmischungen. 


Die £-y-Korrelation des K*? und des Rb*® werden als Beispiele be- 
handelt. Fiir den Korrekturfaktor des 6-Spektrums ergibt sich bei der 
gewahlten Darstellungsform ein besonders tibersichtlicher Ausdruck. 


Der allgemeine Formalismus. 


Wir betrachten die zwei aufeinanderfolgenden Ubergange eines 
Kernes vom Anfangszustand 7,, m, in den Zwischenzustand 7, m und 
von diesem in den Endzustand 7, my. Die fiir diese Ubergiinge verant- 
wortlichen Emissionen tragen den Drehimpuls ZL, und L, mit den 
z-Komponenten M, und M,. L, und L, stellen Vektorsummen aus 
Bahndrehimpuls und Spin der ausgesandten Partikel dar. Sie sind also 


L. C, BIEDENHARN, G, B, ARFKEN and M. E. Rose, Phys. Rev. 83, 586 (1951). 
FE, SEGRE and A. C. HELMHOLTZ, Rev. Mod. Phys. 21, 271 (1949). 

V. F. Wetssxopr, Phys. Rev. 88, 1073 (1951). 

D. S. Line, JR. and D. L. Farxorr, Phys. Rev. 76, 1639 (1949). 

10 S. P. Luoyp, Phys. Rev. 81, 161 (1951). 

11 M. Fucus, Thesis, Univ. of Michigan (1951). 
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ganzzahlig fiir a-, B- und y-Emission, wihrend sie fiir die Aussendung 
eines einzelnen Elementarteilchens halbzahlig sind. Es gilt 


m, + M,=m, (1 a) 
m + M, = my. (1 b) 
Die HaAmitton-Funktion fiir die Aussendung eines Teilchens sei 
H= D' Ti (Ai) Ti (X). (2) 
LM 


Die T4? sind irreduzible Tensoren vom Rang L. Die Argumentvek- 
toren A; beschreiben die ausgesandte Partikel nach Bahn- und Spin- 
richtung usw. Die X; sind Kernoperatoren und bestimmen die Matrix- 
elemente, die fiir die Intensitat der Strahlung maBgebend sind. Der 
Index 7 lauft von 1 bis 3. Die Schreibweise der Hamitton-Funktion 
als Produktsumme irreduzibler Tensoren desselben Ranges gewahr- 
leistet ihre Rotationsinvarianz. 

Die z-Achse des Koordinatensystems werde nun so gewahlt, daB sie 
in der Emissionsrichtung liegt. Wir schreiben H in diesem Falle 


fP aaa hns (A) OMS. (3) 
Lu 

Die Art, wie kz, von yw abhangt, ist charakteristisch fiir die ausge- 
sandte Strahlung. So ist z. B. fiir a-Teilchen nur kro von Null ver- 
schieden, fiir y-Quanten nur kz+1 usw. 

Wir kehren nun zu einer allgemeinen Orientierung der z-Achse 
zuriick und beniitzen dabei die Transformationseigenschaft der 7‘, 
nach der (2 LZ + 1)-dimensionalen, irreduziblen Darstellung D® zu 
transformieren. Die kz, werden als Koeffizienten behandelt. Man 
erhalt 


H= Shr, TY DY, (a6). (4) 
LMu 
a, 8, y sind die EuLerschen Winkel des neuen Koordinatensystems. 
Die relative Wahrscheinlichkeit fiir die beiden ins Auge gefaBten 
Uberginge ist 
2 


P= |S (ign, yl ion) (6m [Beli 5) 


Da wir den Anfangs- und den Endzustand als unpolarisiert an- 
nehmen. wollen, ist iiber die m, und m, mit gleichen Gewichten zu 
addieren : 


2 

W = S| Sige Halim) (6m [He fg) (6) 
Nun wird die z-Achse in Richtung der ersten Strahlung gelegt. Ein- 
setzen von Gl. (3) und (4) in (5) ergibt dann bei Beriicksichtigung von 


Gieth) 
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W (0) ra Leds Jad Shes Rim Le Rie ug (2, My, re a m)* 
mMue L 
x (iy my [Ty | im) (om | Tie) | ig mg)* (im |Tatt’| bn ma) x 
X ty Mg) Dit (09 0)* Diz, (0 #0). (7 a) 
Bei reiner Multipolstrahlung hat man fir a-, #- oder y-Strahlung 


Wo = [Gage Ris us ( in m, \Te [2 m) (@ m \T x [4 oy Ms) )|? ID nals 
oe (7 b) 
was als allgemeiner Beweis fiir den speziellen Fall von FALKOFF und 
UHLENBECK™ angesehen werden kann. 


Spezielle Interferenzen und Ausreduktion des Darstellungsproduktes. 


Die Interferenz-Winkelverteilungsfunktionen von LING und FALKOFF 
stellen folgenden Teil des Ausdruckes (7 a) dar: 


Fi, (6) = > bh, kt1,D¥, 000)" Da, (080) (8) 
B 
In dieser verallgemeinerten Form gelten sie auch fiir 6- und y-Strahlung. 
Als Gruppeneigenschaft der D”) folgt sofort 


‘ FE 1-1 (8) d2=0, (9) 


weiterhin 
aia (8) unabhangig von #. (10) 
Aus Gl. (9) mad: (10) folgt 


> Fitts (8) =0, (11) 


woraus bei Beachtung von Gl. (8) die weiteren Beziehungen folgen. 
Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Emissionen und nehmen 
gemischte Multipolstrahlung fiir die zweite an. Es handle sich um einen 
2?- und einen 2°-Pol. Jeder der zwei Ubergange kann a-, £- oder 
y-Strahlung darstellen. 
Wir machen Gebrauch von der Beziehung 


(1, My ITs? lig Ma) = (1, Lm, M| tg mg) (iy |T| 2). (12) 


AuBerdem reduzieren wir das Produkt der beiden Darstellungen aus 
mittels der Formel 


i DY, (08.0)* DE, (090) = 
-f- , 
=  S()" (LL’—M M | 0) (D8} (0.8.0) x (EL L’— wu | 90) 
v= [EU (13) 


12 Siehe FuBnote 3 S. 71. 
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Dann wird Gl. (7a) zu 
W (8) = S's? x [| 2D AE, wy Bea ns X 


mM u LL,’ 
x (¢ |T| tg)* (¢ [T%| 22) DG} (0.8 0) (1, Ly m, my |i m)? x 
x («Lym My {72 mg) (i Lym M,|t, My) (Ly L,—M,M, |» 0) (LoL. — Malta! v0). 
(14) 


Die Ausreduktion des Darstellungsproduktes gibt uns nun die Még- 
lichkeit, die Summe iiber die magnetischen Quantenzahlen, die rein 
geometrischen Charakters sind, in geschlossener Form anzugeben. 
Dies geschieht mit Hilfe von RaAcAnH-Koeffizienten “13 und man er- 
halt bei Beachtung der Symmetriebeziehungen der CLEBSCH-GORDAN- 
Koeffizienten und mit 


Eo CRE:) = Ski, ky, (—)>™ (LL’ —u » | v0) (15) 
und : 
D‘) (00) = P, (cos 8), (16) 
W (8) = |e P| Hl? E [TO] 4 )* E|T] 4) EH? x 


Sager 
x ¢, (Ly L,) ¢, (Ly L,) W (iL, iL,; i, ) W (i Lyi Lj; 1.) P, (cos) (17) 


mit Weglassen gemeinsamer Faktoren. 
Fassen wir die Summe 


S= DS) GT | 4,)* 6 |T™| 4) (18) 
(Lz £2’) 
ins Auge. Im angenommenen Fall der Multipolmischung gilt fiir sie 
S = | |T| 49)? + (¢|T| 49)* @ [T] 4.) +. 0. J + [E/T] 49) |? 


(19) 
Dividiert man dies durch |( |T| 7,)|?, so hat man 
SH=rtrtr*t¥ti (20) 
mit 
ara) 
(¢ |Z] 29) ° 


Dieses Verhiltnis ware nur bei Kenntnis der Kernwellenfunktionen an- 
gebbar. Da man aber iiber diese Wellenfunktionen nur sehr unzu- 
reichend informiert ist, hat man jenen Wert fiir 7 zu nehmen, der mit 
dem Experiment in Ubereinstimmung ist. Diese unerwiinschte Frei- 
heit in der Wahl von kann aber durch zwei Umstande eingeengt werden. 


18 G. Racau, Phys. Rev. 62, 438 (1942). 
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Handelt es sich um eine (L, L—1)-Multipolmischung, so gibt einem 
das Zeit-Reversibilitats-Theorem von WIGNER die GewiBheit, daB die 
relative Phase von 7 0 oder a betragt #*44. Gl. (17) wird also zu 


WO Dy (J that yy ry7 Cy (Ly Ly) Cy (Lg Lo’) Wt Ly 145% %) x 
LEUNG) 
WG hele 4.9) Pp cose) (19) 


mit 


ao lyfe Ly Lys 


v2 fiir | ara Bria gh 
Ti —— 
1 SNe Eg — i (8 


Die zweite Einschrankung in der Wahl von 7 ist darin zu sehen, daB 
dasselbe 7 auch noch in anderen Experimenten mit derselben Strahlungs- 
quelle in Erscheinung treten kann. Fiir y-Strahlen kame etwa Messung 
von Konversionselektronen in Frage. Bei 6-y-Korrelationen bietet sich 
die Messung des 4-Energiespektrums als Priifstein an. 

Die ,,erlaubte‘‘ Form des Spektrums wird im Fall von 6-Strahlung 
héherer Ordnung durch einen Energie-Korrekturfaktor modifiziert?®. 
Dieser hangt von der Art der angenommenen Wechselwirkung ab und 
ergibt sich als die iiber alle Richtungen integrierte Winkelverteilungs- 
funktion der 6-Strahlung. Man hat also 


C(W) = 
Tier 
dQ 3! k*k Rr, DY; (09 0)* DY), (08 0) Ging sy Os. Presa? : 
on Lu 


(20) 


Die Tatsache, daB die Intensitat der Komponenten einer Linie 
gleich groB ist, driickt sich darin aus, daB C (W) unabhangig von M ist. 

Im allgemeinen gibt eine 4-Strahlung, deren Energiespektrum eine 
erlaubte Form hat, keinen AnlaB zu einer Winkelkorrelation. Dies ist 
aber nicht so, wenn die £-Strahlung Interferenzen verschiedener 
L-Werte aufweist. Die Interferenzterme liefern namlich keinen Beitrag 
zu C (W), sind aber stark winkelabhangig durch die Bedingung (9). 
Ein nahezu erlaubtes Spektrum und eine ausgepragte Winkelkorrelation 
lassen also auf £-Interferenz schlieBen. 

Beispiele hiefiir sind K** und Rb**. Bei beiden erwiesen sich die 
Wahl der Tensor-Wechselwirkung und Interferenz des f{ 6 a-Terms 
(2 ==71)und- des Bi,-Terms (L = 2) als geeignete Annahmen zur Inter- 
pretation der experimentellen Ergebnisse. In beiden Fallen erfolgt 
zuerst die £-Strahlung und dann die y-Strahlung. Das Niveauschema 


14 FE. WiGNER, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-Phys. Klasse, S. 546 (1932). 
15 E. J. Konopinsxi and G, E. UHLENBECK, Phys. Rev. 60, 308 (1941). 
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ast in beiden Fallen: 2, = 2, ¢= 2, Paritatswechsel; = 2, 7, = 0, 
gleiche Paritat. Die kz,-Produkte, die die Koeffizienten c, (L L’) nach 
Gl. (15) bestimmen, sind fiir die 6-Strahlung: 


lArol? = |Arza|? = 1, (21 a) 
Ww2— 1 W,—W)? 
[Foq|? = 6 (Mo 3 ; (21 b) 
, (Wo—Ww)? 
PSO ae (21 c) 
2W?2—1 
kay hy, =—koakia = HT (21 d) 


W ist die Energie des Elektrons, W, ist die maximale Energie des 
Spektrums. Das Produkt Ros? fiir die y-Strahlung kann als ge- 
meinsamer Faktor gestrichen werden. Mit diesen Werten bekommt 
man als Ergebnis 


W (8) = 28 W (2W W,—W,2—2 W2— 472 + 1) Py J 
-- (W2—1) (3 W + 44,47) P, (cos). | (22) 


Die speziellen v-Werte waren fiir K42 vr=—0,28 und fir Rb®* v= 
= — 0,78. 

Der Autor méchte Dr. FALKOFF seinen Dank fiir wertvolle Dis- 
kussionen aussprechen. 


Ramanspektrum und Struktur der Salpetersiure und ihrer 
waBrigen Lésungen. 


Von 
H. Renner und O. Theimer. 
Aus dem Physikalischen Institut der Technischen Hochschule Graz, 
Mit 2 Abbildungen. 


(Eingelangt am 27, Februar 1952.) 


Zusammenfassung. 


Die Frequenzen, molaren Intensitaten und Depolarisationsgrade der RAMAN- 
Linien des Systems HNO,—H,O, die tiber einen Konzentrationsbereich von 
0,87 bis 24 Mol/l untersucht wurden, erweisen sich.als konzentrationsabhangig. 
Die Struktur des Systems HNO,—H,O wird an Hand dieses experimentellen 
Materials diskutiert. Es zeigt sich, daB man die spektroskopischen Eigenschaften 
des Systems verstehen kann, wenn man annimmt, da es Protonenkomplexe des 
Nitrations (NO,—.nH+) und der Pseudosdure (HNO,.nH~*) enthalt (x = 0, 1, 2, 3). 
FaBt man die Protonenkomplexe des Nitrations zur Nitratgruppe und die der 
Pseudoséure zur Pseudogruppe zusammen, dann kann man die Molenbriiche 
der beiden Gruppen und die Dissoziationskonstante A der Salpetersaure aus der 
Intensitat der Raman-Linien bestimmen. Fiir K ergibt sich ein unterer Grenz- 
wert von ungefahr K 1,7. Die numerischen Werte fiir A und die Molenbriiche 
(s. Abb. 1) sind als Folge zwischenmolekularer Wechselwirkungen grundsatzlich 
mit unvermeidlichen Fehlern behaftet, die sicher recht betrachtlich, aber nur sehr 
schwer abzuschatzen sind. 


1. Einleitune. 


Trotz der zahlreichen Untersuchungen von Salpetersdéure und ihrer 
waBrigen Lésungen ist die Struktur dieses Systems noch nicht restlos 
geklart. Im Gegenteil, fast jedes neue Experiment enthillt neue Pro- 
bleme und zum Teil auch Mangel und Widerspriiche sowohl bei den 
experimentellen Ergebnissen als auch bei deren Deutung. 


Die ungelésten Probleme sind hauptsachlich quantitativer Natur. 
Uber die qualitative Zusammensetzung des Systems HNO,—H,O sind 
sich die meisten Autoren im groBen und ganzen einig. Es wird allge- 
mein angenommen, daf ein kompliziertes Gleichgewicht von mindestens 
fiinf verschiedenen Strukturen vorliegt, das durch nachfolgendes 
Gleichungssystem dargestellt werden kann: 
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N,O; + H,O 
a2 o CL 
Hay + (NO$ )ag = (H+NO35 ag? (HO—NO,) ag Ae 
I II UI N (NO5 2: (HgNO,+ +) 
V 


(1, 1) 
I = dissoziierte Salpetersiaure, 
II = assoziierte Ionendipole, 
III = Pseudo-, bzw. Esterform, 
IV = Salpetersaéureanhydrid, 
V = Nitroniumnitrat. 


Das Gleichgewicht verschiebt sich mit zunehmender Konzentration 
von links nach rechts. (Beziiglich weiterer Einzelheiten und Ergan- 
zungen vgl. die zusammenfassende Bemerkung am Ende von Ab- 
schnitt 3.) 

Uber die Gleichgewichtskonzentrationen gehen die Meinungen je- 
doch stark auseinander. H. v. HALBAN und I. EISENBRAND! nehmen 
an, daB bis zu den sehr hohen Konzentrationen von 15 Mol/l HNO; 
praktisch nur Form J und JJ am Gleichgewicht beteiligt sind, daB 
Form IJJ friihestens bei 10 7 HNO, spurenweise auftritt und daB auch 
100%-ige Salpetersdure noch Ionen enthalte. K. SCHAEFER? und 
Hantzscu® befiirworten dagegen eine merkliche Bildung von Ester- 
form schon bei ganz niedriger Sdéurekonzentration und ziehen eine 
nennenswerte Menge der Ionendipole JJ kaum in Betracht. AuBerdem 
fordert Hantzscu die Existenz von zirka 20°4 Nitroniumnitrat in der 
100%-igen Sdure. 

Ahnliche Unstimmigkeiten bestehen beziiglich der Dissoziations- 
konstante maBig konzentrierter Salpetersdure, die vor allem von 
O. RepricH®® an Hand der MeBergebnisse verschiedener Autoren 
diskutiert wurde! 16 1%18 Der Bestimmung der Dissoziationskon- 
stante begegnen zwei erhebliche Schwierigkeiten. Die eine besteht darin, 
daB man noch nicht weiB, ob es sich im wesentlichen um das Gleich- 
gewicht J = IJ oder J = II handelt, bzw. ob man bei der Beschreibung 
der verdiinnten Sdure iiberhaupt mit nur einer Dissoziationskonstante 
auskommt, oder ob man eben zwei und mehr Konstanten benotigt. 

Die andere Schwierigkeit, die jedoch, wie sich spater zeigen wird, 
eng mit der ersten zusammenhdangt, ist experimenteller Art; denn es 
sind im Falle der Salpetersdure derzeit keine ausreichend konzen- 
trationsunabhangigen Eigenschaften der einzelnen Strukturen _be- 
kannt, die eine einfache Konzentrationsbestimmung der Saurekompo- 
nenten erméglichen wiirden. Auch die Intensitat der RAman-Linien, 
in die man diesbeziiglich groBe Hoffnungen setzte, erweist sich bei 
genauerem Studium als ziemlich komplizierte Funktion der Konzen- 
tration, deren Deutung schwierig ist und eine quantitative Analyse nur 
naherungsweise gestattet. 
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Trotz dieser Schwierigkeiten hat der RAman-Effekt wertvolle 
Beitrage zur Aufklarung der Struktur des Systems HNO3;—H,O ge- 
liefert®, 


Es war das Ziel der vorliegenden Arbeit, die experimentellen Grund- 
lagen dieser Beitrage zu erweitern und die Deutung der MeBergebnisse 
zu vertiefen. Insbesondere sollte der Dissoziationsgrad a als Funktion 
der Konzentration und die Dissoziationskonstante der Salpetersaure 
so gut als méglich quantitativ bestimmt werden. Zu diesem Zweck 
wurde die Konzentrationsabhangigkeit von Frequenz, Depolarisations- 
grad und Intensitat sémtlicher meBbarer RAMAN-Linien des Systems 
HNO,—H,O bestimmt. Von diesen Messungen sind die des Depolarisa- 
tionsgrades am wichtigsten, da sie erstmalig in gréBerem Umfang aus- 
gefiihrt wurden, und da sie wegen der Unempfindlichkeit der Meb- 
methode gegen wechselnde Belichtungs- und Entwicklungsbedingungen 
einigermaBen verlaBlich sind. Die Intensitatsmessungen haben be- 
stehende Unstimmigkeiten beziiglich der Intensitat der RAMAN- 
Linien in verdiinnten Sdéuren wohl einer Klarung nahegebracht. Es 
wurden aber im Bereich héherer Konzentrationen unerwartete Inten- 
sitatseffekte beobachtet, deren Realitat noch einmal iiberpriift werden 
muB. Insgesamt méchten wir also die Ergebnisse der Intensitats- 
messungen nur als vorlaufige Mitteilung betrachten. Die Messungen 
‘werden mit einer verbesserten Apparatur wiederholt werden. 


2. Die experimentellen Ergebnisse. 


a) Préparatives und Apparatives. 


Die Saduren mit einem Gehalt von iiber 65°94 HNO, wurden aus 
einer Mischung von Salpetersdure und konzentrierter Schwefelsdure 
unter Zusatz von etwas Harnstoff im Wasserstrahlvakuum abdestilliert 
und die Vorlage mit Eis-Kochsalz-Mischung gekihlt. Zur Herstellung 
der 100°%,igen Saure wurde die aus dem Destillationskolben entwei- 
chende gasférmige Salpetersdure erst durch vier Waschflaschen ge- 
leitet, die mit 96°%-iger Schwefelsdure von 35 bis 40° C gefiillt waren. 
Die auf diese Weise im Gaszustand getrocknete Saéure wurde direkt 
in ein mit Alkohol-Kohlensaureschnee gekiihltes RAMAN-Rohr geleitet 
und dort zur Kondensation gebracht. Dabei wurde Sdure von 
100 + 0,039 HNO, erhalten, die auch in 10 cm Schichtdicke voll- 
kommen farblos war und sich bei +-5° C im Dunkeln tagelang farblos 
hielt, sich bei Zimmertemperatur und Tageslicht aber innerhalb weniger 
Stunden dunkelgelb verfarbte. Wegen dieser Tendenz gelb zu werden, 
muBten die hochkonzentrierten Saéuren bei Temperaturen um 0° C 
spektroskopiert werden. Zu diesem Zweck wurden besondere Kiihl- 
vorrichtungen an die RAMAN-Kiivetten angeschlossen. Der Gehalt 
der Sauren wurde durch Titration bestimmt. Ndahere experimentelle 
Einzelheiten sind in der Diplomarbeit von H. RENNER’ zu finden. 
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b) Das Ramanspektrum der ro00%,-igen Salpetersdure. 


In Tab. 1., Zeile 1 sind simtliche von uns gefundenen RAMAN- 
Linien der 100%-igen Salpetersdiure enthalten. Die Angaben stiitzen 
sich auf drei Aufnahmen von 100%-iger Sdure mit groBer Dispersion 
und fiinf mit gew6dhnlicher Dispersion, wobei von den letzteren zwei 
tiberbelichtet waren, um umstrittene Linien zu finden. 


Tabelle 1. Frequenzen der Raman-Linien von 100%-iger Salpeter- 
saure. 


,| 470 | 610 | 672 | 920 | 1050 1294 | 1398 | 1527 | 1672 
(”) | (3) | (4) | (5b) | (%) Ba E)) “I| be t4) 


2 464 609 | 675 924 1052 | 1115} 1296 | 1400 | 1527 | 1665 |~3400 

(0?) | (3b) | (4) | (4sb) | (44) | (0?) | (10b) | (1) (1) | (3b) 
| 1685 
| | (3b) 


Zum Vergleich unserer Ergebnisse mit denen anderer Autoren 
wurde in Tab. 1, Zeile 2 ein von K. W. F. KoHirauscu® angegebenes 
Spektrum der 100°(-igen Saure mit aufgenommen, das alle von ver- 
schiedenen Autoren jemals gefundenen Linien der HNO, enthalt. 
Die Gegeniiberstellung ergibt, daB die beiden Linien bei 470 cm —} 
und 1115 cm}, falls iberhaupt vorhanden, auBergewohnlich schwach 
sind. Fiir eine Verdoppelung der Linie bei 1670 cm—? kann in unseren 
Spektren nicht das geringste Anzeichen gefunden werden. 


c) Die Konzentrationsabhangigkeit des Ramanspektrums des Systems 
HNO,—H,O. 
In den Tab. 2, 3 und 4 ist die Konzentrationsabhangigkeit von 
Frequenz Av, Depolarisationsgrad @ und molarer Intensitat 


iL 


Jo=— (c = Konzentration, J = Intensitat) 
C 


der RAMAN-Linien des Systems HNO,—H,O angegeben. 


3. Qualitative Analyse der Struktur des Systems HNO,—H,0 mit 
Hilfe des Ramanspektrums. 


Das RamaAn-Spektrum des Systems HNO,—H,O enthalt drei ver- 
schiedene Gruppen von Linien, die sich beziiglich der Konzentrations- 
abhangigkeit ihrer molaren Intensitaten Jy = J/c voneinander unter- 
scheiden (s. Tab. 1 und 4). 

Zur ersten Gruppe gehéren die Linien bei 720*, 1048 und 1390* cm—?, 
deren molare Intensitat mit steigender Konzentration c abnimmt, 
zur zweiten Gruppe gehéren die Linien bei (470)*, 610, 672, 920, 1294, 
1527*, 1672, (1685), (3420) cm—1, deren molare Intensitat mit ¢ zu- 
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und 


1400* cm}, die erst bei sehr groBen Konzentrationen auftauchen. 


1052*, (1115) 
Nach allgemeiner Ansicht (vgl. K. W. F. Kouirauscu®) gehéren die 


t, und zur dritten Gruppe die Linien bei 


nhimm 


* Diese Linien wurden wegen zu geringer Intensitat nicht photometriert und 


sind daher nicht in Tab. 4 angefiihrt. 


6* 


84 H. RENNER und O. THEIMER: 


Tabelle 4. Molare Intensitaten der Raman-Linien des Systems 
HNO,—H,O. 


Da sich die Intensitatsmessungen nur innerhalb eines ziemlich beschrankten 
Schwarzungsbereiches genau durchfiihren lassen, konnten die verschieden konzen- 
trierten Sauren nicht alle gleich lang belichtet werden. Es wurden daher nur je 
vier verschiedene Sduren auf einer Platte genau gleich lang exponiert. Die ein- 
zelnen Vierer-Gruppen wurden jeweils durch zwei Spektren der gleichen Saure 
aneinander angeschlossen. 


cmt 

610 672 920 1048 1294 1672 
mol/l 
0,87 50,2 
1,55 47,8 
2,45 45,1 
3,46 31,5 
4,97 28,4 
7,46 17,9 
10,39 1,90 1,97 2,25 12,3 2,53 
13,57 2,95 3,24 4,80 9,83 7,32 1,45 9 
14,35 5,20 5,55 7,10 5,40 11,60 1,98 
17,74 4,02 4,45 6,41 4,40 9,90 | 
18,16 1,80 | 
19,95 2,95 3,87 4,30 1,86 7,50 
22,66 4,27 4,90 8,62 14,30 1,48 
24,01 6,20 8,05 | 9,12 14,50 2,50 


Linien der ersten Gruppe zum Nitration, die der dritten Gruppe zum 
Anhydrid N,O; und die Linien der zweiten Gruppe zu einem Molekiil, 
das auf Grund seines Spektrums eine gewisse Ahnlichkeit mit den 


Nitroalkylen R—N€ es Alkylnitraten R—O—N Ce und Car-} 
| 


ZO 
bonsaureionen RoCG 0 haben sollte. Als wahrscheinlichste Struktur 
nimmt man die Esterform HO_N€? (Symmetrie C2,) an, die i 
RamAN-Effekt drei polarisierte und drei depolarisierte Linien liefern 
sollte. Die Kettenschwingungen dieses Molekiils lassen sich dan 
ziemlich verlaBlich in folgender Weise den beobachteten Linien zu4| 
ordnen (vgl. 1%): 470 (A NO,, symmetrisch), 610 (Knickschwingung 
asymmetrisch), 672 (Knickschwingung, asymmetrisch), 920 (@ N—OH 
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symmetrisch), 1294 (@ N aa symmetrisch), 1672 (a N < : , asymme- 


trisch). Als OH-Linien kommen die Linien bei 3420, 1685 und 1527 cm—! 
in Frage. Nur die letzte ist experimentell gesichert. 


Die grobe Klassifizierung der RAMAN-Linien des Systems HNO,—H,O 
als zugeh6rig zu nur drei verschiedenen Molekiilen ist bloB eine erste 
Naherung. Die eindeutig festgestellte Konzentrationsabhangigkeit von 
Frequenz, Depolarisationsgrad und molarer Intensitat samtlicher 
RamaAn-Linien ]a8t auf kompliziertere Verhaltnisse schlieBen. 


Diese Konzentrationsabhangigkeit kann zweifellos als die Wirkung 
von storenden zwischenmolekularen Kraften angesehen werden. Sie 
1a8t sich einfach verstehen und beschreiben, wenn man der Stérung 
nur eine kurze Reichweite zuschreibt, speziell wenn man annimmt, 
daB das RAMAN-Spektrum mehratomiger Molekiile oder Ionen nur 
durch unmittelbar angelagerte Ladungen merklich veradndert wird. 
Diese Annahme, die also eine elektrostatische Fernwirkung auf das 
Schwingungsspektrum von Molekiilen als unbedeutend vernachlassigt, 
wird durch die Erfahrungen an Salzlésungen™ nahegelegt. Als die 
wirkungsvollsten ,,St6rzentren“’ in waBriger Salpetersdure miissen 
wohl die H-Ionen angesehen werden. Tatsdchlich geniigt es, die 
assoziierten Gruppen [NO,-- 2 H+] (Assoziierte Ionen; = Zahl der 
angelagerten Protonen; aus energetischen und statistischen Griinden 
ist » im allgemeinen 1, maximal 3), [HO—NO,-” H+] (Komplexe 
Ionen) und [N,O;-2 H+] als Bestandteile des Systems HNO,—H,O 
aufzufassen, um die Konzentrationsabhangigkeit des RAMAN-Spek- 
trums dieses Systems zwanglos aus der Konzentrationsabhangigkeit der 
Molenbriiche der einzelnen Komponenten zu erklaren. Die Erklarung 
beruht darauf, da® sich kontinuierliche Veradnderungen von Linien- 
eigenschaften auf relative Konzentrationsdnderungen verschieden- 
artiger Molekiile zuriickfiihren lassen, wenn diese Molekiile ahn- 
lich frequente RAMAN-Linien erzeugen, die bei ihrer Uberlagerung 
eine einzige (eventuell diffuse) Linie vortauschen. Frequenzverschie- 
bungen sind dann Verlagerungen des Schwarzungsmaximums innerhalb 
eines nicht aufgelésten Liniensystems, die natiirlich mit Verdanderungen 
von Depolarisationsgrad und Intensitat der ,,Linien“ verbunden sind, 
falls sich die Komponenten beziiglich @ und J/g voneinander unter- 
scheiden. Solche unaufgelosten Liniensysteme sind nun tatsdchlich 
in waBriger Salpetersdure zu erwarten. Denn sowohl die Erfahrungen 
an Salzlésungen!*, als auch die Theorie der zwischenmolekularen 
Stérungen} lassen bei Anlagerung von positiven Ionen an das Nitration 
oder an das Molekiil der Pseudosaure nur kleine Frequenzanderungen 
von der GréBenordnung der Linienbreite (zirka 10 cm~1) erwarten. 
Linien der ersten Gruppe miissen daher als Repradsentanten fiir das 
Nitration und die assoziierten Ionen angesehen werden (Nitratgruppe) 
und die Linien der zweiten Gruppe als Reprasentanten der Pseudoform 
und der Komplexionen (Pseudogruppe). Die Molekiile der dritten 
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Gruppe wollen wir im weiteren vernachlassigen, da sie auch bei den 
héchsten Konzentrationen nur in ganz geringen Mengen auftreten. 


Die eben aus dem RAmAN-Spektrum abgeleitete Struktur des 
Systems HNO,—H,O deckt sich weitestgehend mit den in der Ein- 
leitung angegebenen Vorstellungen. Man mu8 blo8 in dem Gleichungs- 
system (1, 1) die assoziierten Ionendipole (NO;-:H*)ag mit = 1 
eventuell durch die ganze Gruppe der assoziierten Ionen (HO,--” H+)ag 
mit m = 1, 2, 3(?) ersetzen und das Nitroniumnitrat durch die Gruppe 
der Komplexionen (das positive Ion des Nitroniumnitrates ist ja nichts 
anderes als ein Komplexion mit = 2). AuBerdem sollte man die 
Komplexionen in Gl. (1, 1) links von der Esterform anschreiben, da 
ja fiir jedes in einem Komplexion enthaltene Proton ein Nitration im 
insgesamt neutralen System vorhanden sein muB. Die Abwesenheit 
der starken Nitratlinie (1048 cm~!) im RAmAn-Spektrum der hoch- 
konzentrierten Salpetersdure schlieBt daher eine nennenswerte Zahl von 
Komplexionen in der 100°%-igen Saure aus. 


4, Quantitative Analyse des Systems HNO,—H,0O durch Messung der 
Intensitat charakteristischer Ramanlinien. 


a) Die allgemeinen Grundlagen der quantitativen Analyse von Mischungen 
mit Hilfe des Ramanspektrums. 


In idealen Mischungen gilt die Beziehung 


e == 16,5 == Const, (4, 1) 

Ni 

I; = Intensitat einer RAMAN-Linie, die zur 7-ten Komponente der 

Mischung gehort. | 

nm; = Zahl der Mole der 7-ten Komponente in der Mischung. 
Io,; = Molare Intensitat der 7-ten Komponente. 


Diese Beziehung, die auch in nichtidealen Mischungen meistens: 
mit guter Naherung gilt, ist die Grundlage der quantitativen RAMAN-} 
Spektralanalyse. | 

Entsteht eine Linie der Intensitaét Zy durch Uberlagerung von n) 
gleichfrequenten Linien, die zu verschiedenartigen Molekiilen gehoren, , 
dann gilt: 


D> lee nj (4, 2)) 


(¢ = 1,2...” kennzeichnet die verschiedenartigen Molekiile). 

Es ist klar, daB man in einem solchen Fall die einzelnen n; nicht 
aus Jy allein ermitteln kann. Falls aber die molaren Intensitaten Io, 4 
der Molekiile die zu Jy beitragen alle den gleichen Wert J, haben, dann 
laBt sich wenigstens die Gesamtzahl der Mole | 
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t=n 
Pa (4, 3) 
t=] 


durch Intensitatsmessungen experimentell verfolgen, denn es gilt dann: 


Teer nado tae Lotta. (4, 4 a) 
i=1 


my kann dann verniinftigerweise als die Molzahl einer ganzen Gruppe 
von ahnlichen Molekiilen angesehen werden, die durch die Linie Jy 
reprasentiert werden*. J, bestimmt man aus einer Mischung bekannter 
Zusammensetzung. Bei Loésungen dissoziierender Stoffe z. B. durch 
Extrapolation von a > 1 (a = Diss.-Grad). 

Sind die au Jy beitragenden Jo; nicht genau gleich, dann ist 
Gl. (4, 4a) nicht erfiillt. Man kann diese Gleichung aber trotzdem 
formal beibehalten, wenn man die scheinbare molare Intensitat ps 
und die scheinbare Molzahl n* der Gruppe einfiihrt: 


t=n 


Tz = >” Io, ini = Io* n*. (4, 4b) 
i=1 

I,)* ist irgendein Mittelwert iiber die verschiedenen Jo, ;, dessen numeri- 
scher Betrag von der Art der Bestimmung, z. B. Extrapolation abhangt. 
Der Parameter m* erfiillt nun nicht mehr die Definitionsglei- 
chung (4, 3), kann aber unter Umstanden noch immer als annaherndes 
Ma8 fiir die eigentlich interessierende Molzahl ny angesehen werden. 
Es ist im Einzelfall sehr schwierig abzuschatzen, wie weit die 
naherungsweise Identifizierung von my und n* verntinftig ist, da man 
ja nicht weiB, wie stark die einzelnen Jo,; untereinander differieren. 
Einen ungefaéhren Anhaltspunkt gibt die Konzentrationsabhangig- 
keit des Depolarisationsgrades @ der Linie Jy. Ist @ konstant, dann wird 
auch Gl. (4, 4a) wahrscheinlich mit guter Naherung gelten. Ist o stark 
veranderlich, dann kann man aus dem mit Hilfe von Gl. (4, 4 b) experi- 
mentell bestimmten *-Werten nur hoéchst unsichere quantitative 

Schliisse auf die Zusammensetzung des Systems ziehen. 


b) Die speziellen Probleme bet Salpetersdure. 


Aus den Ausfiihrungen des Abschnittes 3 geht hervor, daB man bei 
der quantitativen Analyse von waBriger Salpetersdure nicht mit der 
einfachen Gl. (4, 1) auskommt, sondern daB man mit Gl. (4, 4 b) 
arbeiten mu8. Denn sowohl die Linien der Nitratgruppe als auch die der 
Pseudogruppe entstehen durch Uberlagerung mehrerer Linien, die zu 
den schon besprochenen Anlagerungsverbindungen mit Protonen ge- 


* Ein solcher Fall tritt z. B. bei der spektroskopischen Untersuchung der 
Lésung von optisch aktiven Substanzen ein, da ja die optischen Antipoden das 
gleiche Raman-Spektrum erzeugen. 
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horen (das Anhydrid und die zugehérigen Protonenkomplexe kénnen 
praktisch vernachlassigt werden). Wegen der in Tab. 3 angegebenen 
Konzentrationsabhangigkeit des Depolarisationsgrades diirfen die n* 
jedoch nur als grobes MaB fiir die Molzahlen der beiden Gruppen ange- 
sehen werden. 

In Anbetracht dieser prinzipiellen Fehlerquellen, zu denen noch die 
praktischen Schwierigkeiten der Intensitatsmessung hinzukommen, er- 
scheint eine quantitative Analyse des Systems HNO,—H,O keine dank- 
bare Aufgabe. Sie wurde trotzdem unternommen, einerseits um ge- 
wisse Unstimmigkeiten zwischen friiheren Arbeiten zu klaren, und 
andererseits deshalb, weil der RAMAN-Effekt trotz aller unvermeid- 
barer Fehler die beste, wenigstens halbquantitative Analyse der Struktur 
waBriger Salpetersdure ermdglicht. 

Da das Gleichgewicht zwischen der Nitratgruppe und der Pseudo- 
gruppe als Dissoziationsgleichgewicht aufgefaBt werden kann, schreiben 
wir fiir die Molzahl der Nitratgruppe: 


nn =a*c, (4, 5) 
a* = scheinbarer Dissoziationsgrad, c = Konzentration 
und fiir die Molzahl der Pseudogruppe**: 


np = B*c. (4, 6) 
Somit lautet die Gl. (4, 4b) fiir Linien der Nitratgruppe: 
In = Ign at c (4, 7) 


und fiir Linien der Pseudogruppe: 


Ip = I¢p f* c. (4, 8) | 


v4 ‘i wn und J oe kénnen durch Extrapolation von c > 0 (a = 1) oder 


c > 24 (100%-ige HNOs, a — 0) mit den oben erwahnten prinzipiellen | 


Einschrankungen ermittelt werden. 
Das Massenwirkungsgesetz hat bekanntlich die Form: 
Kg ane 


elim 
————., baw. —-=K*t= ‘ 
AUS eee ey 18 I—a 
/ und g sind die Aktivitatskoeffizienten der Ionen- und Pseudogruppe. 


k= 


Ersetzt man in Gl. (4, 9) entsprechend Gl. (4, 7) a (unter der schon | 
ausfiihrlich diskutierten Annahme a* =a) durch den Ausdruck | 


Iy/Io.n c, dann erhalt man: 
18S 


7” she ee . 
Ion i(lone—Ip) 


(4, 10) 


Extrapoliert man K* gegen c = 0, dann erhalt man mit den schon | 
mehrfach erwahnten, mit der Uberlagerung von Linien zusammen- | 


hangenden Einschrankungen die Dissoziationskonstante der Salpeter- 
saure. 


Pseudogruppe, dann ware £* = 1—a*. 


(4, 9) 


| 


** Waren a* und £* identisch mit den wahren Molbriichen der Nitrat- und der || 
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c) Numerische Ergebnisse fiir die scheinbaren Molzahlen und die Dis- 
soztationszahlen des Systems HNO,—H,O. 


Zur Durchfithrung der in den vorigen Abschnitten besprochenen 
Analysenmethode wurden die Intensitaiten der Linie bei 1048 cm—! 
als Repradsentant fiir die Nitratgruppe und der beiden Linien bei 
923 und 1296 cm—? als Vertreter der Pseudogruppe verwendet. Die Er- 
gebnisse sind in Abb. 1 dargestellt. 

Der nichtmonotone Ver- 
lauf der Kurve fiir £* ist 
kaum auf  experimentelle 7 
Fehler zuriickzufiihren, er 
wird jedoch noch einmal mit 
verbesserten Mitteln iiber- 7% 
prift werden. Das sekundiare 
Maximum k6nnte vielleicht 
ein Haufigkeitsmaximum der 
Komplexionen bei Konzen- 
trationen von 70 bis 80%- 44 
iger Salpetersdure anzeigen. 
Diese Vermutung ist in 
Abb. 1 durch die strichpunk- “™” 
tierte (Komplexionen) und 
die strichlerte (Pseudoform) 0 
Linie schematisch angedeutet. 
(Die Zahl der Komplexionen 
in 80° -iger Saure wurde Abb. 1. Scheinbare Molenbriiche der Ionen und der 

. xe Pseudoform. 

wesentlich gréBer angege- 

ben, als die Zahl der Nitrationen. Dies mag zunachst unberechtigt 
erscheinen, da ja fiir jedes angelagerte Proton ein NO,-Ion vorhanden 
sein muB. Es kann aber in konzentrierten Losungen ein Proton ohne 
weiteres gleichzeitig an mehrere HO—NO,-Molekiile angelagert sein und 
so mehrere Komplexionen bilden.) Die in Abb. 1 angegebenen Werte 
fiir a* sind ziemlich unabhangig davon wie man c > 0 extrapoliert; 
iiberdies stellen sie fast genau einen Mittelwert der von verschiedenen 
anderen Autoren 1 16 17,18 gefundenen Ergebnisse dar (vgl. Abb. 2). 
Sie sind daher als recht verlaBlich anzusehen**. 

Die Dissoziationskonstante K ist dagegen sehr empfindlich gegen 
die Art der Extrapolation. Auf Grund unserer Messungen kann nur 
ein unterer Grenzwert von ungefahr 1,7 festgelegt werden. Aus den 
Experimenten von Simons und Rao ergeben sich nach REDLICH 
Dissoziationskonstanten von der GroBenordnung 2. Ein 4hnlicher 


** Zufolge Abb. 1 ist a* + #* # 1. Daraus folgt (vgl. FuBnote S. 88), daB a* 
den wahren Dissoziationsgrad a keinesfalls genau wiedergibt. Es ist verlockend 
die a*- und £*-Werte irgendwie so zu korrigieren, daB a* + £* = 1. Da ein der- 
artiger Versuch jedoch unbeweisbare Annahmen beziiglich der notwendigen 
Korrekturfaktoren erfordert, haben wir den Versuch unterlassen., 
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Wert von 1,2 ist im Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker!® ange- 


geben. 


Trotz dieser Ubereinstimmung ist es ratsam, derzeit auf die 


einfache Charakterisierung der Salpetersiéure durch eine Dissoziations- 
konstante zu verzichten und statt dessen auf die verlaBlichere und auf- 
schluBreichere Abb. 1 zuriickzugreifen. 


18. 
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bio 


a 20 40 60 G0 700 


Abb. 2. Dissoziationsgrad der HNO, nach verschiedenen Autoren. 
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Bericht tiber die Tagung fiir Elektronenmikroskopie. 
Von 
K. W. F. Kohlrauseh, Graz. 
(Eingelangt am 28. Marz 1952.) 


Diese Tagung fand am 29. und 30. Juni 1951 an der Technischen 
Hochschule in Graz anlaBlich der Aufstellung des neuen Elektronen- 
mikroskopes (Siemens-Halske) im Physikalischen Institut statt. Die 
sehr gut besuchte Veranstaltung ging von den physikalischen Instituten 
beider Grazer Hochschulen aus und wurde bei der Durchfiihrung von 
der Firma Siemens-Halske weitestgehend unterstiitzt. Die Teilnehmer 
waren Freitag Abend Gaste dieser Firma, Samstag Mittag Gaste des 
Herrn Landeshauptmannes KRAINER. 

Es folgen die Autor-Kurzberichte (soweit eingegangen) tiber den 
Inhalt der gehaltenen Vortrage. 


1. Prof. Dr. E. Ruska (Siemens-Halske A.G., Berlin): Prinzip und 
Grenzen der elektronenmtkroskopischen Abbildung. 


Bei der Abbildung kleiner Objekte mit Elektronen an Stelle von Licht ergibt 
sich infolge der um fiinf GréBenordnungen kleineren Elektronenwellenlange 
trotz der um drei GréBenordnungen kleineren Beleuchtungsapertur ein etwa 
100mal besseres Auflésungsvermégen als im Lichtmikroskop. Da die zur Ab- 
bildung verwendeten Elektronen praktisch gleiche Geschwindigkeit und Wellen- 
lange haben, entfallen in der Elektronenoptik weitgehend die Probleme der 
chromatischen Linsenkorrektur. Andererseits ist der Offnungsfehler der Elek- 
tronenlinsen wesentlich gréBer als der von gut korrigierten Lichtmikroskop- 
Objektiven. Auch die Unrundheit der Elektronenlinsen ist vorlaufig groBer als 
die entsprechender Lichtlinsen. Die zuletzt genannten grdéBeren Fehler von 
Elektronenlinsen zwingen dazu, kleine Aperturen zu verwenden, und bedingen 
dariiber hinaus in der Praxis eine optimale Arbeitsapertur, da der Beugungs- 
fehler ebenso wie in der Lichtoptik mit kleinerer Apertur zunimmt. Eine weitere 
Begrenzung des praktisch mit dem Elektronenmikroskop erreichbaren Auf- 
losungsvermégens ist durch magnetische Wechselfelder am Aufstellungsort des 
Mikroskops und durch die zeitliche Konstanz der Geschwindigkeit der Strahl- 
elektronen und der Starke der Linsenfelder gegeben. Unabhangig von der Voll- 
kommenheit der Strahlenvereinigung wird die Darstellbarkeit kleinster Partikelchen 
im Elektronenmikroskop dadurch erschwert, da8 die Zerstreuung der Strahl- 
elektronen um so geringer wird, je kleiner die abzubildenden Partikel sind. Da die 
Kontraste der elektronen-optischen Abbildung durch Ausblendung der gestreuten 
Elektronen aus dem Abbildungsstrahlengang bewirkt werden, ergeben sehr kleine 
abzubildende Partikel keinen geniigenden Kontrast im Elektronenbild. Will man 
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im Elektronenmikroskop noch kleinere Teilchen abbilden, so mu8 man die 
Rotationssymmetrie der Linsen verbessern, was z. B. durch astigmatische Zusatz- 
felder erreicht werden kann, welche nach Starke und Richtung so verandert 
werden kénnen, daB8 sie den urspriinglich vorhandenen Astigmatismus der Objektiv- 
linse weitgehend kompensieren. Eine Erhéhung des Elektronenkontrastes kann 
durch Entfernung aller unelastisch gestreuten Elektronen aus dem Abbildungs- 
strahlengang hinter dem Objekt geschehen. Da der Offnungsfehler rotations- 
symmetrischer, raumladungsfreier, zeitlich konstanter Linsenfelder nicht unter 
einen Grenzwert gebracht werden kann, werden zur Zeit unrunde oder mit Raum- 
ladung behaftete oder zeitlich inkonstante Linsenfelder diskutiert und experi- 
mentell untersucht. Wenn auch schon befriedigende Anfangserfolge vorliegen, so 
wurden auf diesen neuen Wegen bisher noch keine besseren Auflésungen im 
Experiment erreicht. Auch das Ionenmikroskop, welches die Hoffnung zulaBt, 
da®8 infolge der kiirzeren Wellenlange der Ionen ein besseres Aufl6sungsvermogen 
erreicht werden kann, hat bisher praktisch noch nicht zu héher auflésenden Ab- 
bildungen gefiihrt. Bei diesem Prinzip liegen gewisse Schwierigkeiten in der 
groBen Masse der abbildenden Strahlteilchen und in der zu geringen Intensitat der 
bisher bekannten Ionenquellen. Die neuen Méglichkeiten des Elektronenmikro- 
skops, welche durch Kombination von Elektronenmikroskopie und Elektronen- 
beugungsmethoden in einem Gerat noch wesentlich erweitert werden konnten, 
sind in der Anwendung auf Strukturprobleme der verschiedensten Art bisher noch 
keineswegs ausgeschdpit, und es bedarf der intensivsten Arbeit vieler Forscher- 
generationen, bis in der Elektronenmikroskopie ein ebenso sicheres Fundament er- 
richtet sein wird, wie es fiir die Lichtmikroskopie heute gegeben ist. 


2. Prof. Dr. H. Kénie (III. Physikalisches Institut der Universitat 
Gottingen): Neuere Ergebnisse der Elektronenmikroskopie. 


Im ersten Teil werden Experimente zur Schlierenoptik im Elektronenmikro- 
skop gezeigt. In Analogie zur Optik kann man auch elektronenoptisch mittels der 
tiblichen Verfahren von Phasenpraparaten, das hei8t Objekten, in denen sich 
nicht die Amplitude, sondern die Phase von Stelle zu Stelle dndert, kontrast- 
reiche Bilder erhalten: So benutzt v. ARDENNE! die Foucauttsche Schneiden- 
methode, um die Feldverteilung und damit die Fehler in magnetischen Objektiven 
sichtbar zu machen oder elektrostatische Aufladungen nachzuweisen. Marton® 
bedient sich der T6prerschen Schlierenmethode zur Abbildung von magnetischen 
und elektrischen Feldern, indem er die direkt von der Quelle kommenden Elek- 
tronen mit einem Scheibchen abdeckt und nur die abgelenkten zur Bildentstehung 
zulaBbt. Diese Methode wurde bereits von Borrscu’ beim Studium der Bild- 
entstehung aus verschiedenen Teilen des Beugungsbildes elektronenoptisch an- 
gewandt. Das Magnetfeld eines magnetisierten Eisendrahtes und die Streuung der 
‘spontan magnetisierten ferro-magnetischen Elementarbereiche einer Stahl- 
schneide werden auf diese Weise von Marton im Elektronenmikroskop abge- 
bildet. 

Sonderbarerweise wird bei einer Ubertragung der Schlierenmethode auf die 
elektronenmikroskopische Abbildung in den bisher vorliegenden Arbeiten nicht 
auf die auch in der Optik gelegentlich benutzte Schlierenmethode im Hellfeld* 
M. v. ARDENNE, Phys. Zs. 45 (1944), 312. 

L. Marton, Journ. app. phys. 19 (1948), 687; Phys. Rev. 73 (1948), 1475. 
H. Borrscn, Ann. 26 (1936), 631 und 27 (1936), 75. | 
z. B. Sichtbarmachen von Ultraschallfeldern durch E. HrepEMANN und | 
KX. H. Horscn, Zs. f. Phys. 104 (1937), 197. 
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hingewiesen, obwohl sie in jedem Elektronenmikroskop von vornherein gegeben ist: 
da besonders bei diinnen Praparaten die Bildkontraste nicht durch Absorption, 
sondern im wesentlichen durch Streuung zustande kommen, miissen die seit- 
lich abgestreuten Elektronen von der Bildentstehung durch kleine Aperturen 
ferngehalten werden. Die Ausblendung der gestreuten Elektronen la8t also Brech- 
zahlanderungen, und somit elektrische oder magnetische Felder bereits im iiblichen 
elektronenmikroskopischen Bild sichtbar werden. Die kleine Aperturblende halt 
auch die in kristallinen Praparaten nach Lave und Brace abgebeugten Elektronen 
fern. Je mehr sich der Winkel zwischen einzelnen Netzebenenscharen und dem 
Prim4rstrahlbiindel dem Glanzwinkel nahert, desto mehr Intensitat wird vom 
Kristall nach auGen gesteuert, die im Bild fehlt. Die auf diese Weise entstehenden 
Helligkeitsunterschiede verschieden geneigter Kristalle fithren zu den bekannten 
kontrastreichen Bildern kristalliner Aufdampfschichten. Auch Verbiegungen® 
innerhalb eines Einkristalls stellen Neigungsanderungen dar, die innerhalb des 
Kristallbildes zu erheblichen Intensitatsschwankungen fiihren. 


Alle Inhomogenitaten in iibermikroskopischen Praparaten, seien sie durch 
elektrische oder magnetische Felder bedingt oder durch mechanische Beein- 
flussung der Kristallgitterinterferenzen hervorgerufen, wiirden, da es sich nicht 
um eine Anderung der Absorptionsverh4ltnisse, sondern der Phase, bzw. der 
Streuverhdltnisse handelt, bei einer Abbildung im iiblichen Sinne sich nicht be- 
merkbar machen koénnen, da abgelenkte und unabgelenkte Strahlenbiindel im 
Bildpunkt wieder vereinigt werden. Sie werden aber sichtbar, wenn man unscharf 
einstellt oder wenn man, wie beim Phasenkontrastverfahren’, in die Phasen- 
beziehungen zwischen Primarstrahl und Beugungsbild eingreift, oder wenn man 
mur einen Teil des Beugungsbildes zur Bildentstehung zulaBt, wie das bei der 
Foucauttschen Schneidenmethode, der TopLterschen Schlierenmethode in Hell- 
und Dunkelfeld oder dem Schattenwurf® der Fall ist. 


Im zweiten Teil wird iiber das Aufwachsen diinner Schichten auf gasfreien 
und mit Gas belegten Unterlagen und die Auswirkung auf die Schragbedampfungs- 
amethode berichtet. Lithiumfluorid wachst auf einer Kohlehaut, die Luft absor- 
biert hat, in groben orientierten Wiirfeln, auf einer gasfreien Kohlehaut in sehr 
kleinen Kristallchen unorientiert homogen auf. Silberschichten rutschen beim 
Erw4rmen in Luft zu Kugeln zusammen, beim Erwarmen im Vakuum 4ndern 
sie ihren Aufbau, wenn man von einer geringen Sammelkristallisation absieht, 
praktisch nicht. Beseitigt man von iibermikroskopischen Praparaten alle absor- 
bierten Gasreste durch Bombardieren mit Wasserstoffionen und Ausheizen, so er- 
halt man beim Schragbedampfen mit Schwermetallverbindungen fast strukturlose 
Schichten mit auSerordentlich scharfen Schatten. 


3. Prof. Dr. Ing. B. von Borrtes (Institut fiir Ubermikroskopie, 
Diisseldorf) an Stelle des im letzten Augenblick verhinderten Prof. 
Dr. H. Ruska: Neuere Ergebnisse aus dem Gebiet der Mikromorphologte. 
Referat nicht eingegangen. 


5 Vgl. etwa H. Borrscu, Zs. f. Naturforschg. 2 a (1947), 615. 

6 H. Borerscu, Zs. f. Phys. 118 (1942), 706. — G. M6LLENsTEDT, Physikal. 
Bil. 4 (1948), 251. 

7 H. Boerscu, Zs. f. Naturforschg. 2 a (1947), 615. — E. G. RAMBERG, 
Journappl. phys. 19 (1948), 1190; 20 (1949), 441. 

® Von H. BozerscH an verbogenen Glimmerblattchen im Elektronen- 
schattenmikroskop realisiert. Zs. f. Phys. 118 (1942), 706. 
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4. Dr. F. GRASENICK (Physikalisches Institut der Technischen Hoch- 
schule Graz): Praparationstechnik in der Elektronenmtkroskopte. 


Es werden die Anforderungen, die an die elektronenmikroskopische Prapara- 
tionstechnik gestellt werden miissen, aufgezahlt und an einer Reihe von Bildern 
wird der derzeitige Stand der Praéparationstechnik gezeigt. Besonders hervorge- 
hoben werden die kurz vor der Tagung aufgenommenen Bilder von Magnesium- 
oxyd, welche zeigen, daB durch geeignete Praparationsmethoden sogar Feinheiten 
unter 20 mu, wie sie durch das Kristallwachstum hervorgerufen werden, sichtbar 
zu machen sind. An weiteren Beispielen wird gezeigt, daB es fiir verschiedene 
Objekte schon gelingt, die hohe Leistung der Elektronenmikroskope voll auszu- 
niitzen, und daB die Schwierigkeiten tiberwunden werden kénnen, die durch die 
Eigenart der elektronenmikroskopischen Abbildung, besonders durch das geringe 
Durchdringungsvermégen, gegeben sind und anfanglich die Aussichten dieses 
Forschungsinstrumentes-in den Augen vieler Wissenschaftler als gering erscheinen 
lieBen. Bei der Erforschung von Oberflachen ist die hohe Kontrastempfindlichkeit, 
hervorgerufen durch die starke Streuung der Elektronen an der Materie, ent- 
scheidend dafiir, daB die hohe Auflésung auch praktisch ausgentitzt werden kann. 
Es wird hervorgehoben, daB fiir Réntgenstrahlen die Verhdaltnisse viel ungiinstiger 
liegen und eine Mikroskopie mit Rontgenstrahlen, wenn es brechende Medien 
fiir diese gabe, feinste Objekteinzelheiten infolge von Kontrastmangel nicht er- 
kennen lassen wiirde. 

Wenn auch nach wie vor auf Ausbau und Neuentwicklung von Praparations- 
methoden groBter Wert gelegt werden muB, so gibt es doch schon eine Reihe von 
Methoden, die den erfolgreichen Einsatz eines Elektronenmikroskopes auf allen 
Wissensgebieten erméglicht. 


5. Dr. O. WoLrr (Siemens-Halske A.G., Berlin): Ein Beschall- 
gerat fiir die Praparationstechnik der Elektronenmikroskopie. Referat 
nicht eingegangen. 

6. Prof. Dr. H. K6niG (s. 0.): Feinstanalyse tibermikroskopischer 
Priparate. 


Es wird angeregt, sich nicht mit der einfachen Abbildung eines Praparates zu 
begniigen, sondern alle verfiigbaren Methoden der Physik und Chemie anzuwenden, 
um Aussagen tiber den Aufbau des zu untersuchenden Objekts zu erhalten. Auf 
diesem Wege werden z. B. an Diphtheriebakterien zwei Arten von Inhaltskérpern 
identifiziert und an Hand der Anderung des Streuvermégens bei der elektronen- 
mikroskopischen Abbildung nachgewiesen, daB das Plasma nach iiblicher Be- 
lastung zu Kohle abgebaut wird. Dickere Kristalle, die zunachst im Beugungs- 
bild nicht erfaSbar sind, werden durch Elektronenbeschu8 im Ubermikroskop 
verdampft und ihr Dampf auf einer zweiten Objekttragerhaut kondensiert. Dieses 
Kondensat kann jetzt im Beugungsbild erfa8t und durch Gitterkonstanten- 
vergleich identifiziert werden. 

Herauslésen von Substanzen aus der Kohlehiille und die Schragbedampfungs- 
methode werden zur Analyse kleiner Objekte herangezogen. An MoO,-Praparaten 
wird nachgewiesen, daB sowohl durch ElektronenbeschuB als auch durch Tempern 
im Vakuumofen MoO, mit Rutilgitter entsteht. Beide Zersetzungsarten unter- 
scheiden sich nur durch die im Elektronenmikroskop entstehende Kohlehiille. 


7. Dr. F. GRASENICK (s. 0.): Deutung und Auswertung elektronen- 
mikroskopischer Aufnahmen aus verschiedenen Arbeitsgebieten unter Be- 
riicksichtigung von Stereoaufnahmen. 
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Es wird auf die Besonderheit elektronenmikroskopischer Bildentstehung hin- 
gewiesen und darauf, daB je nach der angewendeten Praparationstechnik ver- 
schiedene Bilder erhalten werden kénnen, die bei der Deutung die Kenntnis dieser 
Technik erfordern. Die gré8ten Anforderungen an die Auflésung der Gerdate 
miissen bei der Formerkennung feinster Kolloide gestellt werden. Eine Besonder- 
heit gegeniiber der Lichtmikroskopie ist auch die groBe Tiefenscharfe, deren 
Vorteile man mit Hilfe von Stereoaufnahmen voll ausniitzen kann. Eine Reihe 
von Bildern zeigen, wie in vielen Fallen die raéumliche Betrachtung von Stereo- 
bildpaaren unbedingt erforderlich ist, um die Bilder richtig deuten zu kénnen, 
da ja in dem durch die Elektronenmikroskopie erschlossenen Mikrobereich jede 
Erfahrung fehlt. Auf die Technik der Stereoaufnahmen wird kurz eingegangen; 
im besonderen darauf, wie die bei elektromagnetischen Mikroskopen auftretende 
Bildverdrehung bei der Herstellung von Stereoaufnahmen bestimmt, bzw. ver- 
mieden werden kann. Sehr bewahrt hat sich die Kompensation der Bildverdrehung 
durch das Objektiv mit Hilfe des Projektives, eine Methode, die auf einen Vor- 
schlag von MULLER-EISFELD aus der Abteilung Optik von Berlin-Siemensstadt 
zuriickgeht und mit einer Reihe von Bildern belegt wird. 


8. Prof. Dr. A. SMEKAL (Physikalisches Institut der Universitat 
Graz): Uber Aufgaben der elektronenmtikroskopischen Materialforschung. 


Die elektronenmikroskopischen und lichtmikroskopischen Untersuchungs- 
verfahren von Korperoberflachen erganzen sich fiir viele Arten von Feinstrukturen 
so wesentlich, daB grundsatzlich ihre gemeinsame Anwendung und Ausschépfung 
notwendig erscheint. Das gilt auch von den beiderseitigen Aufl6sungsvermégen, 
indem durch lichtoptische Interferometrie und Phasenkontrast-Technik in der 
Beobachtungsrichtung ein mindestens zehnmal héheres Aufl6sungsvermégen als 
in der Bildebene erreichbar ist, wodurch z. B. eine objekttreue Eichung elektronen- 
optisch bestimmter Niveauunterschiede von Abdruck-Schichten moéglich wird. 


Besondere Eignung dafiir haben Oberflachengebilde mit kontinuierlichen 
GréBen-Ubergangen zwischen den normalen lichtmikroskopischen und elektronen- 
mikroskopischen Bereichen. Die Schwierigkeit des Wiederfindens bestimmter 
Objekt-Orte im iibermikroskopischen Bilde wird durch die Wahl linear-paralleler 
Strukturen gegenstandslos; Abdruck-Schichten solcher Objekte erméglichen 
uiberdies eine automatische Kontrolle etwaiger Schichtverzerrungen. 


Als Beispiele wurden durch lichtmikroskopische und elektronenmikroskopische 
Bilder zwei allgemein wichtige Typen von Oberflachenstrukturen belegt: 1. die von 
kristallographischen Orientierungseinfliissen unabhangigen bruchfreien Parallel- 
spuren von Mikroritzvorgangen, 2. die zur Kennzeichnung der Mikrostrukturen 
von Festkérpern dienenden Sekundarbruch-Formen auf Primarbruch-Flachen. 


9. Dr. Ing. ANGELIKA SCHRADER (MAx PLaAnck-Institut fiir Eisen- 
forschung, Diisseldorf): Abdruckverfahren fiir die Gefiigeuntersuchung 
von Stahl im Ubermikroskop und EinfluB verschiedener Atzverfahren 
auf das tibermikroskopische Build. 


Mit Hilfe des Ubermikroskopes ist es méglich, sehr feine Gefiige von Stahl zu 
deuten, die bei der bisher iiblichen mikroskopischen Beobachtung nicht mehr 
aufzulésen sind. Die Untersuchung geschieht tiber Abdrucke aus Lack oder 
Aluminiumoxyd. Durch Verwendung verschiedener Atzverfahren kann der 
Gefiigeaufbau durch unterschiedliche Anatzung der ferritischen Grundmasse 
einerseits oder durch Anadtzung der Karbide andererseits auch bei der _ iiber- 
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mikroskopischen Beobachtung entsprechend den jeweiligen Anforderungen an die 
Untersuchung sichtbar gemacht werden; es werden Aufschliisse erhalten, die iiber 
die bisher moglichen hinausgehen. 


10. Prof. Dr. E. Schwarz von BrErGKAMPF (Lehrkanzel fur 
Physikalische Chemie, Montanistische Hochschule, Leoben): Das Build 
im Feldelektronenmikroskop und die Folgerungen fiir den Bau der Metalle. 


Das Feldelektronenmikroskop erlaubt eine feinst abgedtzte Drahtspitze durch 
die Abbildung ihrer Elektronenemission sehr stark zu vergroBern. In dem Leucht- 
bild des orientierten Einkristalles sind dunkle Flecke, die anzeigen, daB manche 
Kristallflachen trotz der Aufladung mit — 4000 V nicht an der Elektronen- 
emission teilhaben kénnen. Anscheinend werden, nach einer Vorstellung des Ver- 
fassers iiber den Bau der Metalle, diese Flachen durch Bindungs-Elektronen ab- 
gedeckt, so daB keine Metallionen an der Oberflache liegen. Nur in den im all- 
gemeinen hoher indizierten Flachen liegen geniigend Metallionen in der Ober- 
flache, aus denen die Leitungselektronen austreten kénnen und die ausgedehnte 
Flache am Schirm ausleuchten. 

Anmerkung des Berichterstatters: In der anschlieBenden Diskussion wurden 
Einwande gegen obige Auffassung erhoben. 


11. Prof. Dr. R. GEBAUVER (Physikalisches Institut der Technischen 
Hochschule Darmstadt): Experimenteller Beitrag zur atomaren Licht- 
emission beim Wasserstoff-Stark-Effekt. 


Im ersten Teil des Vortrages wurde iiber die Erzeugung und Ausmessung sehr 
hoher elektrischer Felder mit Hilfe des Starkeffektes berichtet. Die erreichten 
Feldstarken von 1,4 Millionen Volt/cm iibertreffen wesentlich die bei elektro- 
statischen Linsen in der Elektronenmikroskopie verwendeten, ein Ergebnis, das 
fiir die Entwicklung von elektronenoptischen Linsen in Richtung héherer Feld- 
starken von Interesse sein diirfte. Wegen der Existenzgrenzen von Anregungs- 
zustanden im elektrischen Feld sind jedoch fiir die Ausmessung von Feldstarken 
iiber 1 Million Volt/cm von der Balmer-Serie nur noch die Aufspaltungen von H B 
und Ha geeignet. Die Verschiedenheit der Existenzgrenzen von kurz- und lang- 
welligen Komponenten hangt damit zusammen, wie im zweiten Teil des Vor 
trages naher ausgefiihrt wurde, da beim Starkeffekt nicht alle Bereiche des Atoms 
gleichmaBig an der Lichtemission beteiligt sind, sondern bevorzugte Bereiche 
bestehen, die durch StoB von Gasatomen mit den zum Leuchten angeregten, 
Atomen ausgetastet werden kénnen und zu charakteristischen Intensitatsdis- 
symmetrien des Aufspaltungsbildes fiihren. / 


12. Prof. Dr. Ing. B. von BorrtEs (s. 0.): Uber magnetostatisché 
Elektronenmikroskopie. Referat nicht eingegangen. 


13. D. O. WoLFF (s. 0.): Eine Schwingsonde zur Messung magne 
tischer Linsenfelder. WReferat nicht eingegangen. 


Buchbesprechungen. 


Guida alla Risoluzione dei Problemi di Fisiea. Von D. Brini, O. Rrwonpi und 
P. VERONESI. Band I: Mit 133 Textabb., X, 340 S. — Band II: Mit 290 Textabb., 
VIII. 430 S. Bologna: Casa Editrice Prof. Riccardo Patron. 1951. 


Das vorliegende Werk stellt Vorlesungen iiber verschiedene Probleme der 
Physik dar, wie sie an Universitaten im allgemeinen gehalten werden. Im ersten 
Bande wird die Mechanik erértert, wobei besonders die vielen praktischen Auf- 
gaben samt Lésungen hervorzuheben sind. Dann folgt die Thermodynamik, die 
neben der Einfiihrung der wichtigsten Warmefunktionen besonders die Kreis- 
prozesse untersucht. Auch die Ausbreitung der Warme und das Problem der 
Thermometrie wird an Beispielen klar herausgearbeitet. Im zweiten Band wird 
zuerst die Gravitation abgeleitet, wobei die Grundbegriffe der Potentialtheorie 
erklart werden. Das elektrostatische Feld bietet Anwendungsmoéglichkeiten fiir 
diese wichtigen Begriffe. Hierauf folgt die elektromagnetische Theorie, welche alle, 
speziell beim Experiment notwendigen Phanomene umfaBt. Das wichtige Problem 
des Oszillators, sowohl mechanisch als elektrisch behandelt, leitet dann zu dem 
Problem der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen tiber. Den AbschluB des 
Werkes bildet die geometrische Optik und die Dispersion und Polarisation des 
Lichtes. Alles in allem, eines der besten Physiklehrbiicher der italienischen Fach- 
literatur. Druck und Verlag sind, den heutigen Zeiten entsprechend, etwas einfach, 
aber auBerst iibersichtlich und klar. H. Repp, Graz. 


Die praktische Behandlung von Integral-Gleichungen. Von H. BucKner. (,,Er- 
gebnisse der angewandten Mathematik", unter Mitwirkung der Schriftleitung 
des ,,Zentralblatt fiir Mathematik’, herausgegeben von F. Léscu: Heft 1.) 
Mit 1 Textabb., VI, 127 S. Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1952. 
DM 18,60. ; 


Nach dem bewahrten Vorbilde der ,,Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
Grenzgebiete‘‘ wird ein umfassender Uberblick iiber die praktischen Methoden 
der Behandlung linearer Integral-Gleichungen zweiter Art (FREDHOLMscher 
Integral-Gleichungen) gegeben, wobei nicht nur eine sorgfaltige Aufzahlung und 
Ordnung der heute bekannten Verfahren mit der Einteilung in Iterationsver- 
fahren und Ersatzmethoden (Kernersatz) vorgenommen, sondern auch eine Fiille 
von Verfahren mitgeteilt wird, die speziellen Problemen angepaBt sind. — Die 
Beweise und Schlu8folgerungen werden durchwegs in kurzer, pragnanter Form 
gebracht oder wenigstens angedeutet, nur selten wird hiezu auf Originalarbeiten 
verwiesen. Alle wichtigen Verfahren werden durch praktische Beispiele illustriert. 

Im Abschnitt I erfolgt eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Er- 
gebnisse iiber Integral-Gleichungen und Integral-Operatoren, letztere werde 
gleich in den Vordergrund gestellt und bieten mannigfache Vorteile. — Der Ab- 
schnitt II ist der praktischen Berechnung von Eigenwerten gewidmet, wobei 
nach HitBertscher SchluBweise die FREDHOLMsche Determinante durch eine 
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Folge ganzer Funktionen mit einfacher berechenbaren Nullstellen approximiert 
wird. Ein breiter Raum wird den Variationsprinzipien, den Abschatzungen und 
EinschlieBungssatzen fiir reziproke Eigenwerte eingeraumt (Untersuchungen von 
WIELANDT). — Im Abschnitt III werden Iterationsverfahren behandelt. Bei 
klassischer Iteration werden naherungsweise Eigenwerte und Eigenfunktionen be- 
rechnet und deren Konvergenzeigenschaften und asymptotisches Verhalten unter- 
sucht. (WirLANDTscher Konvergenzsatz, Begriff der Beteiligung, Berechnung 
erster und hoherer Eigenwerte aus Iterationsfolgen, Abspaltung von Eigenwerten 
und Abdanderung von Integral-Operatoren.) Das auf Wiarpa zurtickgehende 
und vom Verfasser erweiterte Verfahren der gemischten Iteration fiir inhomogene 
Integral-Gleichungen und die Berechnung von Eigenwerten und Eigenfunktionen 
wird ebenso dargelegt, wie die gebrochene lineare Iteration zwecks Berechnung 
hoherer Eigenwerte. — Im Abschnitt IV werden die Ersatzverfahren zusammen- 
gestellt (Kernersatz, wie auch Ersatz der Stérfunktion inhomogener Integral- 
Gleichungen). Im Vordergrund stehen Abschatzungen der Anderungen der 
FrrEDHOLMschen Determinante, der reziproken Kerne (TRicomi1), der Eigenwerte 
und Eigenfunktionen. (Entarteter Ersatzkern, Stdérungsrechnung, Analogie- 
verfahren.) — Im letzten Abschnitt wird schlieBlich noch auf Integral-Gleichungen 
mit speziellen Kernen, sowie auf die Auswertung mit Integrieranlagen eingegangen. 
Ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis beschlieBt diese wertvolle und inhalts- 
reiche Darstellung der praktischen Behandlung von Integral-Gleichungen. 


H. R. MULLER, Graz. 


Properties of Matter. Von F. C. CHampron und N. Davy. Zweite Auflage. 
(,,The Student’s Physics‘‘: Band III.) Mit 35 Textabb., XIV, 328 S. London 
und Glasgow: Blackie & Son Limited. 1952. Geb. 27 s. 6 d. net. 


Die besondere Eigenart dieses Buches kann man fiir den Fachmann vielleicht 
durch die Feststellung charakterisieren, da es nach Umfang, Stoffauswahl und 
Darstellungsstil ein Mittelding zwischen KoHLRAusScHs ,,Praktischer Physik‘ 
und GREINACHERS ,,Erganzungen zur Experimentalphysik‘’ darstellt. Das Buch 
enthalt Anleitungen zur Messung von ungefahr 30 der wichtigsten mechanischen 
und thermischen Materialkonstanten (nahere Einzelheiten findet man im Inhalts- 
verzeichnis) und beschrankt sich damit im vorhinein auf einen kleinen Abschnitt, 
nicht nur der Physik, sondern auch des im Titel angekiindigten Gebietes der 
Stoffeigenschaften. Dieser kleine Abschnitt wird aber in vorbildlicher und nahezu 
vollstandiger Weise behandelt. So werden z. B. in allen Fallen mehr und modernere 
MeBmethoden angegeben als in der ,,Praktischen Physik‘‘ und in einigen Fallen, 
z. B. bei der Bestimmung der Erdbeschleunigung scheinen samtliche der 
neueren MeSmethoden komplett enthalten zu sein. Eine ahnliche Vollstandigkeit 
diirfte auch bei der Messung der Oberflachenspannung und bei der Diskussion 
des Kontaktwinkels zweier Grenzflachen erreicht sein. 

Bei der Beschreibung der MeSmethoden sind die apparativen Belange zwar 
keinesfalls vernachlassigt, aber der Schwerpunkt liegt doch bei der Theorie und 
bei der Ableitung von Endformeln, die die Ermittlung von numerischen Werten 
erméglichen. Die theoretischen Betrachtungen und formalen Ableitungen sind 
leicht faBlich und anschaulich geschrieben und vermeiden bei aller Strenge jedes 
Ubermaf an hdherer Mathematik. Es ist den Verfassern durchwegs gelungen, 
bemerkenswert kurze und einfache Ableitungen zu finden, die aber nichts von | 
jener faszinierenden Eleganz an sich haben, die das Lesen so erschwert. Soweit | 
es der Rezensent aus den Kapiteln, die sein eigenes Fachgebiet betreffen, be- 


Buchbesprechungen. 99 


urteilen kann, enthalt das Buch keine Fehler und auch keine nennenswerten 
Oberflachlichkeiten. Es ist dagegen voll von anregenden Einzelheiten und kriti- 
schen Bemerkungen, die auch dem Fachmann manches Neue bieten diirften. 
Das gilt auch fiir das meist so langweilige Kapitel iiber Ausgleichs-Fehlerrechnung 
und fiir die ausfiihrliche Diskussion der Méglichkeiten, die Form physikalischer 
Gesetze aus einfachen Dimensionsbetrachtungen abzuleiten. Eine umfangreiche 
Aufgabensammlung mit Erlauterungen und Lésungen erhdht noch den lehrbuch- 
artigen Charakter des Werkes, der auch schon im Text stellenweise zum Vorschein 


kommt. O. THEIMER, Graz. 


Fluoreszenzbeleuchtung. Von W. ELenBAAs, J. FUNKE, TH. HEHENKAMP, L. C. 
Karr, A. A. KruitHor, J. L. Ouwertjzs, L. M. C. Touw, D. VERMEULEN 
und R. VAN DER VEEN, unter der redaktionellen Leitung von C, ZwikKKER. 
Mit 197 Abb., VIII, 263 S. Eindhoven: Philips Gloeilampenfabrieken. 1951. 


Die namhafte Zahl der Autoren ist bedingt durch den groBen Umfang des in 
13 Kapiteln behandelten Stoffes. Nach einem kurzen Uberblick iiber Grundlagen 
und Theorie der Lumineszenz, Fluoreszenz und Phosphoreszenz werden Eigen- 
schaften lumineszierender Stoffe sowie die Lichtfarbe und Farbenwiedergabe von 
Fluoreszenzlampen besprochen. Daran schlieBen Betrachtungen iiber Gasent- 
ladung, Lampenkonstruktion und -typen sowie eingehende Untersuchungen iiber - 
Ziinder, Schaltungen und Zusatzgerate. Die letzten Kapitel, Leuchten fiir Leucht- 
stofflampen, Beleuchtungstechnik und die vielfachen Anwendungsméglichkeiten 
der neuen Lichtquellen, geben nur wieder, was derzeit als gesicherte Erfahrungs- 
tatsache gelten kann, da hier die Entwicklung noch in vollem Flusse steht. Alles 
in allem ein Werk, das nicht nur den speziellen Lichttechniker, sondern jedermann, 
der mit Beleuchtungsproblemen irgendwelcher Art zu tun hat, von Nutzen sein 


wird. ‘ J. WaGNER, Graz. 


Laboratory Instruments. Their Design and Application. Von A. ELiriotr und 
J. Home Dickson. Mit 78 Textabb., 414 S. London: Chapman & Hall Ltd. 
1951. Geb. 32 s. net. 


Mit dem vorliegenden Buch wollen die Verfasser vor allem den Studierenden 
der Naturwissenschaften und der Technischen Hochschule eine Ubersicht iiber die 
konstituierenden Elemente der Laborgerate vermitteln. 

Bei der ungeheuren Vielfalt dieser Instrumente bleibt es natiirlich in einem be- 
schrankten Rahmen ausgeschlossen die MeBgerate als solche zu behandeln, wohl 
aber kénnen die gemeinsamen Grundbestandteile und deren Wirkungsweise be- 
sprochen werden. Auch hier ist die Auswahl des Stoffes noch keineswegs eindeutig 
und richtet sich neben einer stets vorhandenen individuellen Auffassung wohl 
hauptsachlich nach den Bediirfnissen der Hochschulen des betreffenden Landes. 

Die Verfasser dieses Buches haben naturgema8 einen mehr technisch-prak- 
tischen Standpunkt eingenommen und auBer dem prinzipiellen Aufbau und 
Funktion der von ihnen behandelten Elemente meistens auch deren praktische 
Ausfiihrung gezeigt. Auf die Beschreibung der verschiedenen Fehlerquellen und 
deren Beseitigung sowie auf die Methoden zur Ausschaltung von auferen mecha- 
nischen St6rungen wurde besonderer Wert gelegt. 

Die Verfasser verzichten auf die Beschreibung elektrischer Gerate und be- 
schranken sich vor allem auf elementare mechanische und optische Elemente. 
Damit ist eine in diesem Rahmen erwiinschte Vollstandigkeit erreicht. 

E, LEDINEGG, Graz. 


Fis 
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The Structure of Physical Chemistry. Von C. N. HtnsHELwoop. Mit 48 Textabb., 
VIII, 476 S. Oxford: At the Clarendon Press. 1951. Geb. 35 s. net. 


,Lehrbuch der Physikalischen Chemie — einmal anders.“ So kénnte man 
dieses Buch ebenfalls nennen. Der Verfasser entwickelt darin in phanomenolo- 
gisch-induktiver Weise ein ausgezeichnetes Gesamtbild vom heutigen Stand der 
Physikalischen Chemie, wobei er sich nicht scheut, immer wieder aut die Grenzen 
unseres Wissens und die Begrenztheit unseres Erkenntnisvermégens hinzuweisen. 
Wiederholt wird daran erinnert, da& wir mit unserem Denken bestenfalls zu 
Modellvorstellungen gelangen kénnen, welche zwar ein wahrheitsgetreues Abbild 
der Wirklichkeit sein kénnen, doch niemals die Wirklichkeit selbst sind. Es ist 
sehr wichtig, daB sich ein Anfanger dieser Grenze von vornherein bewuSt ist 
und im Auge behalt, da bei allem bereits erreichtem und noch erreichbarem Fort- 
schritt immer eine Grenze bleiben wird: denn unsere Vorstellungskraft kann nur 
das erreichen, was in die Anschauung projizierbar ist. Unser abstraktes Denken 
kann wohl einen Schritt weiter gehen, doch um es schlieBlich in ein Gesetz fassen 
zu kénnen, bedarf es wiederum irgendeines Modelles. 


Das Buch von HINSHELWooD bietet uns diese notwendigen Modelle der Reihe 
nach: es beginnt mit dem einfachsten Modell vom molekularen Chaos und zeigt, 
in geschickter induktiver Weise zu immer komplizierteren Modellen vorstoBend, 
wie die uralte Erkenntnis, daS unsere Welt aus diesem Ur-Chaos geworden ist 
und wird, bei allem seither erzielten erkenntnistheoretischen Fortschritt, auch 
heute noch aufrecht bleibt. Diese Modellvorstellungen gestatten uns, — um mit 
dem Verfasser zu sprechen — eine ,,Beschreibung des Unbekannten durch Be- 
kanntes‘‘; eine Frage jedoch wird wohl immer offen bleiben: ,,[nwieweit ist das 
Bekannte wirklich bekannt ?“ 


Das Buch hat, besonders fiir den Anfanger, einen hohen erzieherischen Wert: 
denn es wird darin immer wieder deutlich zum Ausdruck gebracht, da& selbst 
scheinbar ,, Veraltetes‘‘ immer heuristischen Wert hat, ja, ein Fortschritt ohne das 
Alte undenkbar ist; so kénnen wir die Gesetze der klassischen Physik ebenso- 
wenig aus dem Weltbild der modernen Physik verbannen, wie wir der nach oben 
weisenden Spitze eines Domes die Grundmauern entziehen kénnen. Ein Gesetz 
entsteht jeweils als eine zwingende Forderung, die immer notwendig wird, sobald 
die Wissenschaft zu Phanomenen vorst6Bt, welche durch die bisher bestehenden 
Gesetze nicht erklart werden kénnen. Dieser kausale Zusammenhang zieht in 
sowohl deskriptiver, als auch methodischer Hinsicht durch das ganze Werk. 
Immer wieder wird auf Querbeziehungen zwischen einzelnen Gebieten der 
Physikalischen Chemie hingewiesen und auf die allen Gebieten gemeinsame Be- 
ziehung zur Hauptfrage: ,,Was ist das Wesen der Welt ?'' Diese oftmals auf- 
geworfene Frage und die von Kapitel zu Kapitel — in fast spannender Weise — 


fortschreitende Annaherung an irgendeine eventuelle Antwort (soweit tiberhaupt | 
méglich), macht dieses Werk auch fiir Leser schmackhaft, die das Studium der | 


Physikalischen Chemie nur mit Vorurteilen beladen angehen. 


Der Verfasser bringt zwar eine Reihe komplizierter mathematischer Ab- | 


leitungen, doch er verliert sich nicht in der Mathematik: er kommt danach immer 
wieder auf die Anschauung zuriick. So wird vermieden, daB Begriffe schlieBlich 


nur mehr als RechengréBen gesehen werden, wahrend ihr Zusammenhang mit | 


der Wirklichkeit in der Vorstellung, besonders des Anfangers, immer mehr ver- 
schwimmt. 


Als ,,treuer Kinetiker‘’ kommt HINSHELWOoOD immer wieder auf molekular- | 


kinetische Betrachtungen zuriick, welche stets das im jeweiligen Kapitel Er- 


orterte bestatigen. Fiir den physikalisch-chemisch etwas vorgebildeten Leser ist | 
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dieses Werk sicherlich ein Genu8; der Anfanger kénnte vielleicht allzubald ent- 
mutigt werden, da eben infolge der diesem Buch zugrunde liegenden ,,methodischen 
Kausalitat’’, schon ziemlich bald komplizierte Fragen der Quantenstatistik er- 
Ortert werden; doch dies in so anschaulicher und besonders expliziter Form, 
da man sich auch mit weniger Vorkenntnissen ohne weiteres an dieses Buch her- 
anmachen kann, selbst wenn es am Anfang etwas Miihe kostet. Doch diese Miihe 
wird reich belohnt! 

Dieses Buch ist mehr als ein Lehrbuch. Es vermittelt nicht nur Wissen, sondern 
zwingt zum Nachdenken iiber Probleme, die ans Metaphysische grenzen. Man 
spurt es deutlch: der Verfasser beschreibt nicht die Wirklichkeit, sondern er er- 
lebt sie. Die begeisternd schéne Sprache in dem Werk erhebt es zu einem kleinen 
KKunstwerk ,,naturwissenschaftlicher Belletristik, das in keinem wissenschaft- 


lichen Biicherkasten fehlen soll. Eva SCHRAMKE, Graz. 


An Introduction to Experimental Physies. Von H. G. Jerrarp und D. B. 
McNEILL. Mit 382 Textabb., 576 S. London-Sydney-Toront-Bombay: G. G. 
Harrap & Co. Ltd. 1951. Geb. 25 s. net. 


Dieses Werk ist als allgemeines Hilfsbuch fiir den Laboratoriumsgebrauch, 
sowie zur Vorbereitung fiir die Priifungen an einer Hochschule gedacht. Es nimmt 
besonders auf die Experimente Riicksicht, bringt illustrierende Beispiele und 
zeichnet sich durch auBerst klare Ubersicht aus. Eine groBe Anzahl von Aufgaben 
und Tabellen erleichtert seinen Gebrauch. Nicht allein die Eigenschaften der 
Materie, sondern auch die klassische Physik, wie sie in den Vorlesungen gebracht 
wird, wird ausfiihrlich behandelt. Das Buch kann jedem Studierenden warmstens 


emptohlen werden. H. Mitrer, Graz. 


General Astronomy. Von StR HAROLD SPENCER JONES. Dritte Auflage. Mit 
115 Textabb. und Abb. auf Tafeln, X, 456 S. London: E. Amold & Co. 1951. 
Geb. 50 (S-anet. 


Dieses Buch des fiihrenden Astronomen von internationalem Ruf ist, obwohl 
es groBtenteils auf mathematische Formulierungen verzichtet, ein Lehrbuch fiir 
den interessierten, gebildeten Laien und angehenden Studenten. An dem Umfang 
des Stoffes, der in sehr praziser und zum Teil ungewoéhnlicher Darstellung gebracht 
wird, merkt man deutlich den groBen Uberblick des besonders um die Organisation 
seiner Wissenschaft und um Untersuchungen grundlegender Art verdienten 
englischen Gelehrten. Der Leser wird auf didaktisch ausgezeichnete Weise aber 
doch mit liebevoller Wiirdigung historischer Details in Methoden, Ergebnisse und 
in die Gedankenwelt der modernen Astronomie eingefiihrt. Der Autor liebt keine 
noch unbeweisbaren Spekulationen, was kaum wo wichtiger ist als in dieser Wissen- 
schaft, denn der Neuling wird oft gerade in der Astronomie der Gefahr groGer 
MifBverstandnisse gedankenlos ausgesetzt. 

Neben dem ausgezeichneten Gesamteindruck erscheinen einige kleine Fehler 
als nicht sehr bedeutend. So ist z. B. das Kapitel iiber die Nutation (man méchte 
hier glauben, die Nutation sei muy durch die Mondknotenbewegung verursacht) 
etwas unklar. Auf Seite 149 wird behauptet, die Sonne bestiinde hauptsadchlich 
aus Metallen und anderen schweren Elementen, was anscheinend aus friiheren 
Auflagen stehenblieb, denn auf S. 335 folgt die Aufklarung nach heutigen 
Kenntnissen. Auf S, 326 wird der gemessene Durchmesser von Antares mit 0,40” 
statt wie auf der folgenden Seite richtig mit 0,04” angegeben. Auch erscheint es 
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fiir ein wissenschaftliches Buch empfehlenswert, durchwegs nur das _ wissen- 
schaftliche MaBsystem zu benutzen. Von den sonst vorziiglichen Abbildungen 
sind nur zwei zu bemangeln. Abb. 37 ist etwas altmodisch und bei Abb. 33 gehort 
die Blende in die Entfernung des Kriimmungsradius vom Spiegel. Auch ware 
es vielleicht zweckmaBig bei Instrumenten wie Coronograph und Spektrohelioskop 
eine kleine Prinzipzeichnung zu bringen. 

Auer den oben erwahnten auBergewohnlichen Vorziigen dieses Buches fiel 
dem Rezensenten die ausgewogene Stoffauswahl auf, die viele Einzelheiten der 
klassischen Astronomie, die heute oft fiir weniger ,,interessant’’ gehalten werden, 
der Vergessenheit entreiBt. 

Mit einem Wort, ein Buch, das man, gerade weil es nicht im tblichen Sinne 
popular ist, mit bestem Gewissen dem ernsten Interessenten empfehlen kann. 

G. WINKLER, Graz. 


Die Physik und das Geheimnis des organischen Lebens. Von P. JorDAN. Sechste 
Auflage. (,,Die Wissenschaft‘‘: Herausgegeben von W. Westphal: Band 95.) 
176 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 1948. DM 8.—. 


Die vorliegende 6. Auflage des bekannten Buches zeigt im wesentlichen den 
unverdnderten Abdruck der vorhergehenden Auflage. Das groBe Interesse der 
Allgemeinheit an den wunderbaren Erfolgen der Physik machte offenbar eine Neu- 
auflage notwendig. Der Verfasser, der an der Schépfung der Quantentheorie wesent- 
lich mitgearbeitet hat, bringt hier in souveraner Art bedeutsame Folgerungen, 
die weit iiber das Gebiet der Physik hinausgehen. Die Quantenphysik hat im Ver- 
stehen des Vererbungs- und Mutationsvorganges eine bedeutende Vertiefung er- 
mdéglicht. Auch in dieser Kichtung hat JoRDAN neuartige Gedankengange ent- 
wickelt und gibt im vorliegenden Werke eine faszinierende Darstellung dieses 
aktuellsten naturwissenschaftlichen Gebietes. P. UrBan, Graz. 


Die Physik des 20. Jahrhunderts. Einfiihrung in den Gedankeninhalt der mo- 
dernen Physik. Von P. JorDAN. Siebente Auflage. (,,Die Wissenschaft‘. 
Herausgegeben von W. Westphal: Band 88.) VIII, 159 S. Braunschweig: 
F. Vieweg & Sohn. 1949. DM 6,50. 


Dieses bekannte populare Buch des Autors erreicht bereits die 7. Auflage, was 
fiir das heutige Interesse an der modernen Naturwissenschatt charakteristisch ist. 
JORDAN versteht es durch Worte, Bilder und Vergleichshinweise die groBen Um- 
gestaltungen, die die klassische Physik in den jiingsten Jahren erfahren hat, klar 
herauszuarbeiten. Das schrittweise Vordringen an Hand entscheidender Experi- 
mente, ihre Grenzen und Einordnung werden so zum Zeugen der groBartigen Ent- 
wicklung der letzten Jahre. Am Schlusse werden auch die weltanschaulichen 
Folgerungen gezogen. Der Autor setzt sich dort mit den modernen philosophischen 
Richtungen auseinander. — Das Buch ist in fliissigem und leicht faBlichem Stile 
geschrieben und stellt auch ftir den Studierenden der Physik einen wunderbaren 


Uberblick der Gedankengiinge unserer Wissenschaft dar. H. Repp, Graz 


Physik im Vordringen, Von P. Jorpan. (,,Die Wissenschaft.’ Herausgegeben 
von W. Westphal: Band 99.) VIII, 112 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 
1949. DM 5.80. 


Dieses Buch des bekannten Autors stellt eine Erginzung zu seiner ,,Physik des 
20. Jahrhunderts und zu seinem Buch ,,Die Physik und das Geheimnis des 
organischen Lebens‘‘ dar. Die einzelnen Kapitel dieses Buches stellen, teilweise 
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schon in Zeitschriften erschienene, Aufsitze dat, die zum Teil fiir verschiedene 
Leserkreise verfaBt worden sind. Die gelegentlichen Uberschneidungen des In- 
haltes der einzelnen Kapitel wirken nicht stérend, sondern erméglichen die Be- 
leuchtung des Gegenstandes von verschiedenen Standpunkteu aus. Dadurch ist 
eine vielseitige und umfassende Behandlung moglich. Das anspruchslose Buch 
verfolgt seinen Hauptzweck, dem Leser, die heute die Naturforschung bewegenden 
Fragen, naher zu bringen und erreicht das Ziel in vorbildlicher Weise. 


H. MITTER, Graz. 


The Magnetron. Von R. LatHam, A. H. K1nc und L. Rusurortu. Mit 82 Textabb., 
IX, 142 S. London: Chapman & Hall Ltd. 1952. Geb. 18 s. net. 


Das moderne Magnetron spielt bekanntlich eine wichtige Rolle in der Er- 
zeugung von cm-Wellen. Es bietet noch immer Probleme, sowohl dem Ingenieur 
als auch dem Physiker, welche schwierig sind und oft noch einer Lésung zuge- 
fiihrt werden miissen. Der Zweck der vorliegenden Monographie liegt einerseits 
in der Erklarung von Konstruktion und Eigenschaften des Magnetrons fiir jene, 
welche noch uber keine besonderen Kenntnisse auf dem Gebiete der Hochfrequenz- 
technik verfiigen, anderseits in der Vertiefung der Kenntnisse fiir jene, die schon 
damit gearbeitet haben. Druck und Ausfiibrung des Werkes stellen cin ausge- 
zeichnetes Zeugnis fiir den Verlag dar. Es kann jedem Physiker und jedem 
Ingenieur, der sich diesem wichtigen Arbeitsgebiete widmet, warmstens emp- 


fohlen werden. E. Harner, Graz. 


Die Relativitaitstheorie. Von M. von Laue. Erster Band: Die spezielle Rela- 
tivitatstheorie. Finfte, neu bearbeitete Auflage. (,,Die Wissenschaft. ‘‘ 
Herausgegeben von W. Westphal: Band 38.) Mit 23 Textabb., VII, 198 S. 
Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 1952. 


Dieses Buch, das die 5. Autlage des bekannten Werkes darstellt, gibt ein 
schénes Beispiel fiir das Reifen der Darstellungskunst wahrend eines Forscher- 
lebens. Als bewahrtes Standardwerk wurden die ersten Auflagen dieses Buches 
von jedem studiert, der sich mit der Relativitatstheorie vertraut machen wollte. 
Heute, da die spezielle MRelativitatstheorie als Kronung und Abschlu8 der 
klassischen Physik fest begriindet ist, erscheint es begriiBenswert, wenn sich der 
Autor in der Neuauflage seines Werkes auf die auBerst klare Darstellung der 
experimentellen Grundlagen und der wesentlichen Gedanken der Theorie be- 
schrankt hat. Durch diese kluge Beschrankung wird dem Leser das Durcharbeiten 
vieler fiir die Anwendungen und das Verstandnis unwichtiger Gebiete erspart. 
Dafiir wurden aber auch modernste Bestatigungen der Theorie wie z. B. die Lebens- 
dauer von Mesonen usw. aufgenommen. Die Symbolik, deren sich der Autor be- 
dient, ist, wohl aus Griinden der Tradition, nech die alte wie sie vor allem von 
SOMMERFELD ausgebildet wurde. Die moderne n-dimensionale Tensorsymbolik 
scheint aber doch fiir Erweiterungen und Anwendungen zweckmaBiger zu sein. 

Vorbildlich sind die zahlreichen Literaturangaben, die dem Leser das Eingehen 
auf Spezialfragen und das Auffinden auch modernster Arbeiten sehr erleichtern. 


P. URBAN, Graz. 


Mechanik der Festkérper. Von E. Loner. Berlin: W. de Gruyter & Co. 1952. 
DM 39,60. 
Die eben erschienene Mechanik der Festkérper sollte urspriinglich den ersten 
Band eines Lehrbuches der Physik bilden. Durch den unerwarteten Tod des 
Verfassers wurde diese Absicht leider verhindert. Der Autor, ein Schiiler 
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JAUMANNS, wendet sein Augenmerk besonders einer gediegenen vektoriellen 
Formulierung zu, wobei er die hiezu nétigen Formeln selbst entwickelt, so daB die 
Verwendung eines eigenen Lehrbuches fiir Vektorrechnung nicht notwendig ist. 
Die Dyadenrechnung, welche von der Briinner-Schule ebenfalls gepflogen wurde, 
wurde nur in den Anmerkungen angewandt. In diesen sind nicht nur kurze Be- 
merkungen und Zitate enthalten, sondern sie bringen auch Erganzungen zu 
schwierigeren Ableitungen des Textes. Dadurch wird die Ubersichtlichkeit des 
Buches besonders geférdert. Neben der Mechanik starrer Kérper findet sich auch 
ein Abschnitt iiber Elastizitat, Plastizitat und Festigkeit. In diesem findet der 
Leser modernere Theorien, die heute besonders aktuell sind. Hiedurch gestattet 
das Werk den Studierenden auch Einblick in die moderne Entwicklung der Wissen- 
schaft. Druck und Ausfiibrung des Werkes sind als vorziiglich anzusehen, die 
Ubersichtlichkeit der Darstellung mustergiiltig. P. Urpan, Graz. 


Lecons sur les principes de l’électrodynamique classique. Von A. Mercter. (Biblio- 
theque scientifique: Band 23.) 74 S. Neuchatel: Editions du Griffon. 1952. 
Shi 80: 

Der Autor, der mit den modernsten Methoden der theoretischen Physik wohl- 
vertraut ist, legt hiemit ein kleines Buch vor, in welchem die fundamentalen 
Gleichungen der Theorien von MAXWELL und LoRENTz in allgemeinster Form be- 
handelt werden. Besonders die logische Verwendung der Konstanten ¢° und fp, 
welche das Vakuum charakterisieren wird herausgearbeitet. Eine genaue Analyse 
der Polarisation, welches Gebiet dem Autor besonders liegt, fiihrt zur richtigen 
Verkniipfung der zwei Paare elektro-magnetischer GréBen, welche seit jeher be- 
griffliche Schwierigkeiten verursachten. Am SchluB findet man cine axiomatische 
Begriindung der Elektrodynamik unter Verwendung der CLirrorp-Zahlen, die 
bekanntlich schon zur koordinatenfreien Darstellung der Drracschen Theorie 
herangezogen wurden. Das kleine Werk bildet eine ausgezeichnete Einfiihrung 
voll Originalitat und Strenge im Gebrauch der Prinzipien der Elektrodynamik und 
seine Lektiire wird nicht verfehlen, das Interesse an dem Thema zu vertiefen und 


zu starken. P. URBAN, Graz. 


Compressed Air in Mining and Industry. Von H. Nortru. London: Sir Isaac | 
Pitman & Sons, Ltd. 1951. 


PreSluft wird heute dank ihrer mannigfaltigen Verwendbarkeit und leichten | 
Verteilung auf vielen Gebieten der Technik wie im Bergbau und Steinbruch, im 
StraBen- und Betonbau, im Stahl und Schiffsbau gerne angewendet. Das Buch | 
von SypNEyY H. Nortu gibt einen Uberblick iiber diese Verwendungsgebiete | 
und die hiefiir zur Verfigung stehenden Kompressorentypen, PreBluftwerkzeuge 
und Einrichtungen, sowie deren Wartung. _Wahrend die Theorie auf wenige 
Formeln und Zahlentafeln zusammengezogen ist, wird auf die Beschreibung der 
Gerate und Anlagen ausfiihrlich eingegangen. Neben bekannteren Einrichtungen 
werden auch weniger bekannte Verwendungszwecke, wie der Transport von 
Materialien mittels PreBluft, ihre Verwendung im Automobil- und Flugzeugbau, 
sowie in verschiedenen chemischen und Hilfsindustrien, fiir die Wasserreinigung usw. 
dargestellt. 

Das Buch ist frisch und klar geschrieben und illustriert. Es kann als Fiihrer 


auf diesem Gebiete gute Dienste tun. E. Tscurcu, Graz. 


Herausgeber, Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt 
verantwortlich: Prof. Paul Urban, Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck; Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 
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Fortselzung von der IT. Umschlagseite 
Tabellen: Die Ubersichtlichkeit einer Tabelle und damit das Erreichen #hres Zweckes kann sehr 
geférdert werden durch Sorgfalt in der Wahl der Uberschriften sowohl fiir die Tabelle als Ganzes als fiir 


die einzelnen Zeilen und Kolonnen. Die gewahlten Einheiten miissen klar ersichtlich, die Abkiirzungen 
verstandlich sein. 


Formein: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und halt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen wnverhaltpismabig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaSig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmifverstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen woméglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekitrzt, daB der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 

E 
a+b —E/k T mee p 
c 


wenden, also (a + 6)/e statt oder e statt e 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuBnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Rickverweisung, bzw. zur Vermeidung unndtiger Wiederholungen) 
gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. Dempster, 
Nature 136, 180 (1935). Um Einbeitlichkeit in den Abkirzungen der Zeitschriftenzitate zu exreichen, ist 
die Herausgabe eimes Verzeichnisses geplant. 


Korrekturen: Grundsatz mu8 angesichts der schwierigen Verbiltnisse in der ganzen Druck- 
legung sein, daB sich der Autor, der seine Abhandlung verdffentlicht sehen will, stillschweigend ver- 
pflichtet, ebensoviel Sorgfalt, wie er fiir Literaturstudium, Rechnungen, Beobachtungen aufwendet, auch 
fiir die Niederschrift seiner Ergebnisse und die anschlieSende Korrekturarbeit aufzubringen; auch dann, 
wenn er seine Interessen bereits wieder anderen Problemen zugewendet hat. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag 


Bei der Schrifileitung sind folgende Beitrige eingelangt: 


(Anderungén in der Reihenfolge bei der Veréffentlichung miissen aus technischen Griinden vorbe- 
halten bleiben.) 


Hinteregger, H. Induktionserscheinungen bei Bewegung von 
Materie in primaren Magnetfeldern und ihre experimentellen An- 
wendungsméghohkeiten. I: “£xperimentelle Grundlagen. 
Il: Translationsfalle. III: Theoretische Grundlagen fiir die Er- 


fassung der allgemeineren Falle. .... Se aad sec men Don ee ete LOOT 
Robl, H. Paarerzeugung im homogenen Magneticld Wee eters Oe Le OO 
Uberall, H. Die Energieabhangigkeit der Phasenverschiebung he 
der Proton- Proton-Streuung .. ie Tie 95 


Hittmair, 0. Zur Kernapiethedtepaiene @argh oolaedicclas etechane 24. III. 1952 
Cap, F. Uber allgemeine Relativitatstheorie und einheitliche Feld- 


Theorie =. se 26. III. 1952 
Krzywoblocki, M. ‘Le E. On ee Paustian a eamene Parhulenes 

in Magneto-Hydrodynamics of Compressible Medium .. . . 28. IV. 1952 
Sitte, K. Uber die ee in durchdringenden Héhen: 
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Hainer, FE. Das elinain dice: Seton saee: blektcomegnctischen 
Eigenschwingungen eines zweiachsig anisotropen Parallelepipeds 10. VI. 1952 
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Ledinegg, E. und P. Urban. Uber die Nullpunktssuszeptibilitat 


einer linearen antiferromagnetischen Atomkette. . ... . . 20. VI. 1952 
Herrmann, J. und Th. Sexl. Zur quantitativen Theorie der radio- 

aktiven a-Emtission = <2 450 Saree sg ee = ee 
Kohlrausch, K. W. F. Vorbericht tiber die Herbsttagung der 
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SPRINGER-VERLAG UN OW PE hes 


Soeben erschien: Kutes = | 
Lehrbuch der Elektrotechnik 


s Von 


Giinther Oberdorfer 


Dipl.-Ing., Dr, techn., 0. Professor der Technischen Hochschule Graz. 


Mit 231 Textabbildungen. VII, 199 Seiten. Lex.-8°. 1952 
S 72.—, DM 14.40, $ 3.45, sfr. 15.—; Ganzln. S 84.—, DM 16.80, $ 4.—, sfr. 17.40 


Trotz der groBen Zab] elektrotechnischer Spezialwerke und kompendidser Lehrbiicher einerseits und volks- 
tiimlicher Einfiihrungen andererseits hat bisher ein Buch gefehlt, in dem das Gesamtgebiet der Elektro- 
technik in knapper, aber doch auch strengen Anspriichen gentigender Form behandelt wird. Hier liegt es 
aus der Feder des bekannten-Verfassers des vierbandigen Lehrbuches der Elektrotechnik (Oldenbourg, 
Miinchen) vor. Es wendet sich an den angehenden Elektrotechniker, dem es einen ersten Uberblick iiber 
das Gesamtgebiet vermittelt, ebenso wie an den greBen Kreis yon Wissenschaftlern (Medizinern, Chemikern, 
Technikern), Gewerbetreibenden usw., die ein solides elektrotechnisches Grundwissen bendtigen. Der 
erste Teil des Buches bringt die wissenschaftlichen Grundlagen, wie sie den heutigen physikalischen An- 
sichten entsprechen. Der zweite Teil behandelt die praktischen Anwendungen. Besonderer Wert wurde 
auf einfache und klare Darstellung gelegt, die jede Problematik in der MaBsystemfrage vermeidet. Durch 
Verwendung seines ,,natiirlichen MaBsystems“ laft der Verfasser ein derartiges Problem gar nicht auf- 
kommen, sondern ftiihrt den Leser unbeschwert durch die hier vorhandenen Klippen. 


> 


Elektroakustik 


Musik und Sprache 


Soeben evschien: 


Von 


Dr. techn. F. €. Saie, Wien 


‘Mit 89 Textabbildungen. VI, 154 Seiten. 1952 
Ganzleinen S 78.—, DM 16.—, $ 3.80, sfr. 16.50 


Das Buch stellt eine Einfiihrung in den aktuellsten Problemkreis der Elektroakustik. der musikalischen und 
der Raumakustik dar. Das Wesen von Sprache und Musik sowie die Erfordernisse fiir ihre elektroakustische 
Ubertragung werden unter Zugrundelegung zahlreicher MeSkurven mit einem Minimum an mathematischem 
Aufwand erértert. Die Srumprschen Ergebnisse iiber die Rauhigkeit des musikalischen Zusammen- 
klanges bieten die Grundlage zu wertvollen Betrachtungen. Die Dynamikkompression und Expansion 
wird eingehend behandelt. Ein Kapitel iiber Raumakustik zeigt die enge Verbindung der Elektroakustik 
mit der Raumakustik auf und unterrichtet iiber die raumakustischen MaSnahmen, die fiir das Gelingen 


einer Tontibertragung entscheidend sind. Ein kurzer Abri8 iiber den derzeitigen Stand der Ultraschall- 
technik beschlieBt die Darstellung. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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